序 “ 告 


本 书 是 通用 认 我 国 大 学 现行 教学 大 网 的 一 本 教科 书 。 蜂 认 画 数理 
论 对 於 培养 数学 家 日 趋 重要 ， 我 在 本 书 中 (用 小 型 谷 字 排 印 ) 放 大 了 一 
系列 超出 大 网 簿 围 的 问题 。 但 乱 了 不 使 本 叫 篇 幅 过 大 起 见 ， 我 逮 不 得 
不 放 素 了 很 多 重要 的 材料 : 例如 微 从 的 理论 ,更 一 般 的 积分 理论 , 若 于 
接触 到 槛 磷 西 数 葵 的 问题 等 等 。 我 准备 另 寅 一 些 专 门 的 书 来 讨论 过 些 
问题 。 

在 大 学 中 ， 实 屋面 数论 是 在 三 年 级 开始 蕉 授 的 。 所 以 我 假定 读者 
对 解析 学 的 基本 概念 已 能 雪 洲 掌握 。 凡 在 任何 一 酉 芳 的 微 积 分 书 中 
芋 到 的 一 些 概念 ,例如 无 理 数 、 极 限 理论 、 连 炉 画 数 的 最 重要 的 性 质 , 答 
修 、 积 修 . 级 数 等 都 假定 已 坊 芒 者 所 熟知 。 

书 中 大 部 分 的 章 后 都 附 有 名 题 。 过 些 轩 题 一 般 襄 来 是 相当 克 的 ,有 
时 需要 经 过 很 大 的 努力 才能 解决 。 但 是 对 於 要 想 切实 地 通晓 适 门 知 训 
的 读者 ， 我 仍然 建议 他 们 务必 天 最 大 的 努力 至 少 解决 其 中 一 部 轧 - 的 癌 
题 。 

本 再 是 我 以 前 所 寅 的 “ 实 移 丽 数论 的 基础 "所 改 三 的 ,该 书 於 1941 
年 在 列宁 将 勤 大 学 出 版 , 因 本 数 不 多 ,不 久 印行 销 完 。 我 早 有 总 芯 再 版 ， 
蓄 且 过 个 愿望 已 经 部 分 地 实现 了 , 过 就 是 “ 拉 强 西 卡 学 派 ” 出 版 部 合用 
乌克兰 章 文 刊印 了 该 书 。 属 者 是 基 也 朝 斯 克 大 学 的 副教授 0. 于 助 损 
外 忒 基 。 他 添加 了 各 种 得 弧 的 补充 ， 薄 且 膛 增加 了 原 韦 中 所 没有 的 三 
章 ,讲述 高 度 空间 的 点 集 如 多 殉 画 数 险 等 问题 。 在 本 版 中 ,除了 包含 上 
述 的 补充 而 外 ,又 添加 了 很 多 新 的 材料 : 沪 画 数 解析 初步 〈 按 照 最 近 锦 

(ti ) 


0 


j 实 涩 亢 数 葵 


恒 eu eu 


念 的 烷 合 大 学 教学 大 网 所 要 求 的 范 围 )、 富 连 芒 本 数理 论 、 测 度 问题 的 
不 可 解 性 , 以 及 有 了 关 在 积 修 路 下 取 极 限 的 说 站 讨论 等 等 。 

在 本 书 中 ， 六 者 可 以 找到 我 国学 者 所 发 明 的 许多 结果 (区 更 药 果 
洛 夫 和 互 .了 唐 询 天 认可 测 画 数 的 基本 定理 ，0. 了 ， 误 恩 斯 坦 的 多 项 
式 , H. H. 钻 淘 和 A. 也 柯 尔 莫 廊 洛 夫 关 有 亦 三 角 级 数 的 定理 ，I. 匡 . 才 
受 诺 夫 斯 基 和 区. K. 法 捷 耶 夫 关 於 奇 导 积 分 的 定理 等 等 )。 但 是 过 些 粘 
果 这 不 能 代表 俄 织 斯 数学 家 在 实 克 画 数 论 发 展 中 的 至 部 贡献 ， 因 怖 本 
书 所 脱 的 多 是 西数 论 中 较 初 等 的 部 牙 ， 而 们 联 学 者 对 过 门 学 问 的 研究 
已 经 违 到 很 高 深 的 地 步 。 需 了 答 访 者 一 个 较 完 整 的 关於 实 际 情况 的 输 
廊 起 见 ， 我 在 本 画 未 章 简 括 地 计 了 些 俄国 和 俯 联 数学 家 在 实 琶 西数 葵 
方面 的 芮 页。 

BE. 8， 列 减 十 教授 全 经 轩 於 上 述 的 乌克兰 绎 本 加 以 评论 阔 且 提出 
了 一 系列 赛 贵 的 意见 ,我 在 从 事 於 新 版 的 修正 于 也 探 约 了 这些 意见 。 此 
外 ,我 很 感激 也 . 瑟 . 巴里 教授 、 世 .下 . 法 捷 耶 夫 教 授 , 尤其 是 M. 非 赫 
素 戈 里 鼠 教 授 所 提出 的 许多 意见 和 批评 。 对 於 一 切 寥 毙 到 的 各 位 我 都 
致 必 衷 心 的 谢意 。 
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3 工 集 风 运算 


“ 集 论 ”是 实 寿 数 丁 数论 的 基 检 。 它 的 历史 引 不 悠久 : 有 并 集 论 的 
最 初 的 重要 文 同 是 康 股 在 十 九 世纪 末 某 才 发 表 的 ,可 是 ,现在 集 论 已 是 
数学 中 一 门生 图 很 广 的 学 科 了 。 在 吉本 者 取 , 集 论 只 有 朝 动 的 意 缆 ,所 
蕊 我 们 只 言论 运 门 学 科 的 一 些 基 奏 知 哉 。 薰 者 淋 论 吉方 面 的 理论 若 需 
要 深信 研 多 ,可 参阅 阿 力 山大 洛 夫 及 芭 司 道 天 所 和 著 的 书 。?” 

集 是 一 种 不 可 以 精 确定 义 的 数学 基本 概念 ， 所 以 我 们 只 能 和 给 予 一 
种 描 冤 。 凡 是 具有 某 种 特殊 性 质 的 东西 的 全 幅 即 称 之 需 集 。 例 如 自然 
数 的 人 至 朋 佑 一 集 ; 直 和 名 上 点 的 全 体 人 篇 一 集 ; 以 实 数 需 傈 数 的 多 项 式 的 全 
体 吉 一 集 ; 雍 如 此 类 。 

任何 东西 ， 独 讼 东 一 集 而 言 , 或 是 属於 该 集 , 或 是 不 属於 该 集 。 二 
者 必 居 其 一 ,但 不 可 得 笋 。 

若 4 怖 东 集 ,2 息 一 个 属於 4 的 东西 , 则 称 2 起 4 的 元 素 , 记 作 : 

2 EC 4. 
者 2 不 属 藤 4, 妈妈 篇 
ZE 
四 阿 方 山 大 洛 夫 , 集 与 夯 数 花 的 污 论 ,(1948), 人 俄 文 )。 豪 司 道 夫 , 集 论 ,(1937),( 德 让 )。 
(《 工 / 


2 客 垦 图 数 锥 


例如 ， 于 篇 有 理 数 他 让 所 成 之 集 , 则 
了 ER Y 了 ER 
一 个 焦 前 目 身 决 不 能 作 它 的 无 索 :” 
4EL4 

不 合 任 何 元 雪 的 集 ， 坟 便利 起 见 ， 禹 之 佑 “ 空 集 ”。 我们 用 0 表示 

它 。 例 如 方程 式 
2 十 1 一 0 

的 实 根 的 全 体 就 是 空 集 。 

除 空 集 外 ,我 们 在 研究 中 必然 会 过 到 的 还 有 “ 元 素 集 ”。 凡 仅 合 
一 个 元 素 之 集 称 仿 日 元 素 集 。 例 如 方程 式 

22 一 6 一 0 

的 根 的 至 体 是 一 个 单元 素 集 , 它 是 由 单独 的 一 个 元 素 , 就 是 数 3 ,所 组 
成 的 。 

车 集 妈 的 一 般 元 素 是 2, 则 有 时 写 和 埠 : 

4 = (2 
有 时 集 的 元 素 可 以 全 部 党 出 的 ， 潮 未 可 将 集 的 元 素 公 部 写 出 后 外 加 一 
个 花 插 弧 。 例 如 
4=({aocQX 

定 闵 1 两 焦 4 仁 五 , 若 4 所 有 的 元 素 都 是 刀 的 元 素 , 则 称 4 乱 

的 子 集 , 写 篇 : 


4C 了 或 DD4 
也 称 篇 4 的 包括 集 。 
例如 Y 篇 自然数 公 体 的 集 , 忆 起 有 理 数 侍 体 的 集 , 则 
AC 乓 . 


“”” 站 倡 陈述 ,此 地 实际 是 一 个 公理 。- 一 咯 者 圭 
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题 然 , 集 的 自身 是 它 的 子 集 : 
4C4. 
空 集 是 任何 集 4 的 子 集 。 因 知 由 定 闹 1， 所 请 4C 乃 表示 凡 元 
素 不 属於 刀 的 也 不 属於 4。 
定 蒜 2 ”两 集 4 与 B, 若 4C.B, BC4, 称 4 与 卫 相 等 , 写 入 : 
4 一 已 . 
例 妆 4={2, 3 已 坊 方程 式 
2 一 52 十 6 一 0 
的 根 所 成 之 集 , 划 4= 了 已 . 
定 闵 3J 敲 4 与 已 需 二 集 ， 又 集 癌 包含 4 与 五 中 所 有 元 素 但 不 含 
其 他 元 素 , 称 5 坊 4 和 与 也 的 和 焦 , 高 需 : 
心 一 4 十 卫 . 
闻 和 榜 可 以 定义 ?4 个 集 4 4 4 的 和 集 , 可 以 定义 一 系 烈 集 
4 4 4a…… 的 和 集 ; 更 一 般 的 ,如 果 三 表示 具有 某 香 性 质 的 一 般 的 
记号 , 那 末 也 可 以 定义 所 有 上 丸 的 和 集 。 上 面 所 襄 的 诸 和 集 写 作 : 


失 


六 一 4 十 4 十 …… 十 4 或 = 》4kj 
天 一 


心 一 41 十 4 十 4 十 .……. ,或 S= 48 
太一 ] 


心 一 人 4 
例如 总 篇 所 有 正 数 的 集 , 旭 
心 = 人 (4& 一 1 ，  ]， 


太一 了 


此 处 〈(a6 表示 呆 合 <xz<se 的 一 切 z 所 成 的 集 。 





4 裤 绝 区 | 数 澳 


起 emp， 


若 4C8, 划 题 然 的 
4 十 吾 = 卫 ， 
特别 是 
4T+4=4. 
定 闵 4 设 4 司 已 央 二 集 ， 又 集 志 包含 4 司 妃 的 所 有 共同 元 素 但 
不 含 任 何其 他 元 素 , 称 己 仿 4 与 已 的 通 焦 , 湖 起 : 


王 一 4 
例如 4=fL 2 3 4}， 卫 = (13, 4 5, 6}， 昌 
4 了 = (3, 4. 
间 柑 可 以 定 义 % 个 焦 4 4 4 的 通 集 ， 也 可 定 闭 一 系列 
焦 4i4*4s………… 的 通 集 ;更 一 般 的 , 老 用 却 表示 葡 足 某 征 性 质 的 记号 ， 
那 末 也 可 以 定 蔗 所 有 4 的 通 集 。 上 面 所 说 族 集 的 写法 是 : 
书 =.414 4 或 忆 =- T] 4 
一 于 
厂 = 44 4 ,或 一 - 由 4 
1 一 ] 
已 = | 4 


例如 


1 1 
工人 不 《9 《单元 素 焦 ) 


JT(。 直 )=0 ( 窑 集 ) 


访 二 
老 4C 情 旭 题 然 的 
4 了 = 4， 
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特别 是 
44 一 4. 
者 二 集 4 典 鼠 没 有 共同 元 素 , 则 写 篇 
4 一 0 


此 时 也 适 4 与 已 是 "不 相交 的 ”。 
定理 习 委 篇 一 集 ，{ 达 引 是 芒 集 做 元 素 的 集 , 划 
42》 一 4 
证 明 ”假设 
SS=4 >》 有 了 一 》45 (1) 
上 


设 ZE9 则 2Z64 间 上 且 ZE2 胰 。 后 者 直 示 有 5 通 合 均 ZE 百 t， 
稳 之 2&4Zto 所 以 2 cy 从 而 着 明了 
心 考 二 . 
反之 ， 者 设 26E7， 则 必 有 加 广 合 於 2E 4Bioo 换 攻 之 : ZE4 双 
kt 由 56ENi 知 ZE 天。 又 因 zZ64 所 以 ZES 於是 
《CC 
由 CN 和 SC ,得 着 妨 = 人 了. 
菜 4CBAOCJ)=4BT+4C. 
定 闽 > 设 4 典 已 需 二 集 ， 又 集 已 包含 属於 4 而 不 属於 刀 的 一 切 
元 素 且 除 此 而 外 无 其 他 元 素 , 称 已 震 4 典 瑟 的 六 集 ， 滞 作 : 


尼 - 4 一 盏 
例如 4={11 234) 了 ={3, 4 5 6)， 则 
4 一 = 112 


定理 2 设 4 了,C 需 三 集 , 划 
4( 了 BC)=4B-4C. 


6 叔 内 到 数 i 短 


革 惟 朋 可 由 读者 日 行 补 足 。 

集 的 有 运 算 导 普通 筑 术 的 肥 筑 颇 有 相似 之 处 ,但 是 韶 不 完全 相同 ,如 
上 面 所 说 的 并 傈 式 4+4=4 及 44=4， 在 算术 上 是 不 成 立 的 。 下 面 
我 们 还 要 挫 一 个 不 相似 的 例子 。 

定理 3 ”天 侨 式 

(4 -- 孔 ) 十 已 =4 (2 ) 
管 BC4 且 介 党 BC4 时 成 立 。 

证 明 ” 设 \2) 售 呐 ，, 旭 每 一 被 加 集 均 需 其 和 集 的 子 集 , 所 以 BC4。 
又 疫 BC 4, 区 (4 一 B)+ BC 4。 但 是 另 一 方面 ,天 傈 式 人 一 瑟 上 了 BD4 
的 成 立 是 扰 人 条件 的 ,所 以 BC4 含有 (2). 


3 2 一 对 一 的 对 辜 


设 4 与 也 禽 两 个 月 限 集 ， 自 然 的 会 发 生 下 面 的 问题 : 它们 所 含 的 
元 素 的 个 数 是 否 相 同 。 我 们 可 以 数 一 下 每 一 集 所 含 的 元 素 的 个 数 是 多 
少 ， 从 所 得 的 数字 就 可 以 解决 运 个 问题 。 但 是 不 数 也 可 以 解决 问题 。 
例如 

4 一 {q,bc, dey， 
了 = {a, 675， e). 

如 果 我 们 丰 察 下 面 的 表 : 
4:|aglolclZls 
BaT6zTlasl， 

我 们 内 然 不 数 , 也 晓得 4 与 也有 相同 的 元 素 的 个 数 。 

上 面 所 说 的 比较 法 有 这 样 一 个 特性 : 光志 一 集 的 每 一 个 元 素 ， 另 
一 个 集中 有 一 个 元 素 示 且 只 有 一个 元 素 和 它 对 认 。 过 个 比 未 法 也 可 以 
用 之 钛 乱 限 集 。 例 如 ,入 估 自 然 数 公 体 的 集 ,而 耻 估 所 有 工 的 至 幅 。 用 
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对 应 法 ,将 六 中 的 时 应 於 开 中 的 二 : 
本 
2 | 1 生计 引 … 

间 序 可 以 看 到 六 与 下 所 含 元 素 是 -一 对 一 对 的 配 得 起 来 的 。 

现在 我 们 给 配 轨 扰 余 的 概念 以 精确 的 定义 : 

定 闵 1 有 谢 4 奥 卫 居 二 集 , 又 设 有 一 香 对 应 法 p， 具 有 下 面 的 性 
质 : 对 放 4 的 任 一 元 素 了 有 惟一 的 元 素 8 熏 之 对 应 ; 紫 旧 如 的 任 
一 元 素 包 4 也 有 惟一 的 元 素 & 与 之 对 应 。 此 时 称 4 与 了 3 成 一 对 一 的 
对 应 ,简称 一 -对 巍 。 

定 闵 2，” 壤 4 与 也 能 成 一 对 一 的 对 应 ， 则 称 4 焉 刀 是 “ 尘 等 ” 的， 
或 者 称 它们 的 “ 势 ” 是 相同 的 。 此 事 记 作 

4 一 总 

不 克明 白 ， 二 个 有 限 集 只 有 常 他 们 的 元 素 的 个 数 是 相同 暑 才 是 出 
等 的 。 由 上 可 见 ,“ 勘 相同 ”一 语 乃 是 有 限 集 的 元 索 “ 个 数 相 同 ” 的 
直接 搞 充 。 


本 
/一 一 人 人 人 人 人 


正面 举 沦 个 对 等 焦 的 例子 。 


3 轩 渗 攻 粗 及 


设 4 奥 已 是 一 个 长 方形 的 一 对 平行 沉 上 哑 的 焦 (图 1)， 划 4 一 2。 
发 4 与 互 是 两 个 同心 图 周 上 点 的 ~、 
和 集 ( 疼 2)， 旺 然 4~ 卫 3。 所 可 注意 的 ,此 
时 洲 将 此 二 轿 周 展开 需 直 籽 ， 罗 此 二 贸 
眉 的 长 东 不 相同 。 过 个 例子 告诉 我 们 ,一 
个 较 长 的 义 民 薄 不 含有 “更 多 的 ”点 ,过 
种 现象 , 昌 下 例 更 需 显 然 。 假 设 4 表示 
直角 三 角形 斜 稳 上 点 的 集 ， 忆 表示 底 扯 
上 点 的 集 , 那 未 由 图 3, 可 以 看 到 4~B 2 
跌 然 底 滤 的 长 小 起 妊 泪 。 假 使 我 们 将 底 小 履 鞭 在 公演 的 上 面 , 那 未 一 
就 成 稚 4 的 子 集 ， 蓄 且 是 4 的 趴 子 集 ( 卫 是 4 的 趴 子 集 乃 是 : 了 Cd 
但 B 关 4)。 由 此 例 
可 以 明白 : 的 催 有 
4 集 可 与 其 叶子 集 对 
等 的 。 但 是 任何 有 
限 集 却 不 能 和 它 的 
四 子 集 加 等。 由 此 
< 一 -一 员 只 有 无 限 集 
三 才 有 此 种 奇妙 的 性 
图 3 质 。 忆 后 我 们 漫 要 
腾 明 ， 凡 优 限 集 必 合 有 与 他 自身 对 等 的 趴 子 集 。 此 地 我 们 再 闪 一 个 例 
子 。 
设 W 表示 自然 数 公 体 的 集 ,而 下 吉 偶 数 的 至 体 : 
六 = 人 (人 有 =(22. 
将 死 二 集 用 下 法 使 成 一 一 对 应 : 
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N:1|1112131415|…- 
下 :2141618110|… 
了 于 和 与 入 是 对 等 的 ,内 然 到 是 的 鞭子 集 。 因 此 得 到 :“ 自 然 数 有 
多 少 , 偶 数 了 世 有 多 少 ”。 
下 面 关 於 半 等 集 的 若干 简章 性 质 ,读者 可 以 自己 尺 朋 之。 
定理 1 ac) 4~4. 
D) 著 4 一 了 3 如 一 4. 
C) 者 4~ 忆 ,了 ~ 划 4 一 C 


定理 2 设 -41， 4 4s, 0 及 万 1， >， 也， 0 售 二 系列 的 集 。 
族 集 4 各 不 相交 ， 畜 集 刀 , 灰 各 不 相交 , 序 
4,4.=0， 了 ,Do 一 0 (2 寺 7 )， 
旧 . 4 一 尼 ， (mn = ] 2 号 为 
了 六 4 一 人 五 5 
帮 一 ] 一 1 
3 3 可 列 集 


定 赣 工 发 入 短 自 然 数 全 体 所 成 之 集 
六 一 {1 223 
凡 导 焦 ^ 光 等 的 集 4 夭 优 可 列 集 ,或 者 称 4 是 可 烈 的 。 
此 时 也 称 4 “具有 势 0”。 很 明 是 的 ,所 有 可 列 集 是 璀 两 对 等 的 。 
下 面 龙 洽 个 可 庆 焦 的 例子 : 


4={fl， 4，9 ， 16……- ，922 }， 
五 一 { 人 1，8，27， 64,…….， ， 人 23 }， 
C 一 {2， 4， 6 8 ， 2202 上 





1 介 娩 图 数 请 


定理 1 集 4 息 可 列 前 必要 旧 充 分 条件 是 可 肪 把 他 烈 成 形式 
4 一 {ai，0s，0as Ci }. (1 
证 明 者 4 具有 (1) 的 形式 , 那 末 将 4 的 元 素 oo 使 它 对 应 於 它 的 
足 数 罗 因而 得 4 与 羡 间 前 一 一 对 应 。 所 以 4 是 可 烈 的 。 
反之 , 若 设 4 是 可 烈 的 , 那 末 在 4 僵 之 间 存 在 一 种 一 一 对 应 法 
.由 9 得 ”的 对 应 元 素 ww 放 是 4 就 可 写成 (1) 的 形式 了 。 
定理 2 任何 钛 限 集 必 合 有 可 列子 集 。 
性 明 设 4 符 一 无 限 集 。 和 从 4 取 一 元 素 aie 因 需 4 是 优 限 集 ， 所 
蕊 从 4 一 {aet 又 可 取 一 元 素 ze 4 一 人 fa 9 决 非 空 集 , 所 以 又 可 以 由 
此 取 一 元 素 ase 因 乱 4 是 无 限 集 ， 所 以 此 种 手续 可 以 长 纺 做 去 不 会 移 
上 正 。 因 此 得 着 4 的 可 列子 集 : 
0 ，0g，03 0 
定理 3 可 列 集 的 任何 扰 限 子 集 是 可 区 的 
证 明 设 4 仿 可 列 集 , 已 是 它 的 乱 限 子 集 。 如 果 将 4 烈 成 
0 gp Ca 
那 示 依照 区 序 逐一 的 看 下 去 ， 不 时 会 过 到 号 中 的 元 素 。 於 是 对 施 妃 中 
每 一 个 元 到 ， 有 一 个 上 月 然 数 黛 之 “相遇 ”。 考 将 23 中 元 素 重 新 辐 嘟 , 顺 
次 的 用 上 自然 数 来 多 应 ,就 知道 妃 是 可 列 的 。 
系 征 可 列 集 4， 除 去 一 个 有 限 子 集 列 , 所 得 的 4 一 并 仍 需 可 列 
集 。 
定理 和 一 个 有 限 集 和 一 个 可 烈 集 如 无 公共 元 素 ， 那 未 他 个 的 和 
集 是 一 个 可 列 集 。 
必 明 设 
几 一 01， 0e，Cs ， 0 ， 


吾 = {D，D，B3 》， 


人 
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在 假设 423=0 下 ， 琶 明 4+ 了 = 是 一 个 可 列 集 就 好 了 。 此 时 总 可 
表示 篇 
S={fai， ay 0 ， 罗 85， }; 

将 5 重新 编 号 部 可 见 避 需 一 可 烈 集 。 

在 假定 中 , 扰 公 共 元 素 一 话 和 将 它 略 去 ,定理 还 是 真 的 。 下 面 兴 个 秆 
理 中 , 过 个 条件 也 是 可 忆 略 去 的 。 

定理 >” 十 两 不 相交 的 有 限 个 可 烈 集 的 和 集 是 一 个 可 烈 集 。 

世 明 届 4,， 8, C 是 三 个 可 列 集 : 


一 {Ci，Co，0a， ……- }， 
盏 一 (25，D2，0s 请 
一 feit，cs，cs， )， 
那 未 它们 的 和 集 A=4+ 呈 ATC 可 以 写 成 
心 一 {Q&1，D1，cC1，Q2，pe，Ce，03……-…。 )， 

所 以 是 可 列 的 。[ 姓 者 赴 : 假如 4B+BC+C4 寺 0, 那 末 有 些 or 或 
许 就 是 六 ，…… 加 仍 是 可 型 的 。 焦 的 个 数 不 正 3 的 有 时候, 性 有 明 仿 此 。j 
定理 6 ”两 两 不 相交 的 可 列 个 有 限 集 的 和 集 是 一 个 可 烈 集 。 

钱 明 设 4 剑 必 = 2 3 ……) 和 站 押 证 不 相交 的 可 列 个 有 限 集 : 
4 = faGD，a60D GD， 
4 一 (0 03 3 ， 052 让 
4 一 《aca)，a087 Cs }， 


天 三 吉 和 


和 汪 才 人 和 相生 


设 S= 2 4z。 要 从 疾 是 一 可 烈 梨 ,可 和 将” 中 的 元 素 给 马 如 下 之 排列 : 
4 一 1 


先 写 出 4 中 所 有 元 素 , 然后 写 4。 中 所 有 元 素 , 如 此 旭 行 ， 得 着 心 的 袁 
示 , 由 此 表示 知 和 乱 一 可 列 集 。 


工 3 穴 党 再 | 数 ] 


定理 7 ”两 两 不 相交 的 可 列 个 可 列 集 的 和 集 是 一 可 列 集 。 


证 明 设 4 (KE=1,2,3,…… ) 龙 遇 末 不 相交 的 可 列 个 可 烈 集 : 
4 一 {C40D，Q912，091) j 
4 一 faG)，ag2)，062) }， 
.43 一 {C98)，G687，093)，。。…。 才 ， 


各 和 二 和 半 只 站 


设 = 过 少 。 我 们 将 洛 中 的 元 素 给 以 如 下 之 排列 : 先 写 040。 然 后 
6=1 


写 0 及 at 此 时 4 之 上 下 附 数 之 和 都 是 3。 然 后 写 og)，ag2，ak， 
此 时 之 上 下 附 数 之 和 都 是 4。 如 是 进行 , 乃 得 
性 --- {a4i ?， 091 )， 0Q42?， Q91l 9 0 7， 048 》 Cl )， 加 )》， 
由 此 可 知 训 篇 一 可 列 集 。 
以 记号 “表示 可 型 集 的 势 , 我 们 可 将 上 述 诗 定理 壕 之 如 下 : 设 m 
和 刀 都 是 日 然 数 , 那 末 ， 
0& 一 多 一 0 0 十 用 一 和， 0 十 十 … 和 十 G 一 0 一 
和 十 名 十 303 十 … 一 W，0 十 十 C 十 ……… -00 一 0. 
定理 8 有理 数 的 至 体 所 成 之 集 忆 是 一 可 列 集 。 
证 明 。 变 所 有 正 有 理 数 的 全 体 是 丸 :, 负 有 理 数 的 至 体 是 忆 _， 则 
忆 一 天- 十 (0 十 瑟 -. 
R. 和 天 _ 题 然 是 对 等 的 。 因 此 我 们 只 要 苯 明 有 +: 是 可 列 集 就 好 了 。 党 
g 是 一 个 一 定 的 自然 数 而 2 人 需 任 何 自然 数 ， 则 有 理 数 ， 的 全 体 ， 序 


是 一 个 可 列 集 。 当 在 自然 数 簿 围 内 活动 时 ,7 的 公 幅 除去 其 重 搁 者 
即 得 Re 应 用 定理 3 及 定理 7 不 杂 看 到 五 , 是 一 可 列 集 。 


人 
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aaa 一 ma -aaa 一 ii 和 Enuii 


系 ， 任 何 区 间 fo, 妇 中 的 有 理 数 的 从 体 是 一 可 列 集 。 、 

定理 9 ”添加 一 个 有 限 集 或 可 列 集 4 的 所 有 元 素 认 一 个 无 限 集 
好 ,得 到 一 个 新 集 民 + 4, 旭 几 与 开 二 4 之 势 相同 , 即 

1 上 4 一 了 
证 明 ”由 定理 2，M 合 有 可 列子 集 忆 . 设 及 一 也 = 也. 旭 
型 = 也 十 已 开赴 4= 忆 十 (CD 二 4)， 

由 PP 一 忆 , D+ 4~ (定理 4 及 定理 5 ), 所 以 杂 +4 一 1 

定理 10 和 若 上 是 一 个 不 可 烈 的 扰 限 集 ，4 是 9 的 一 个 有 限 子 集 
或 可 列子 集 , 划 

S 一 4~.S. 

人 证明 ” 差 集 用 =8 一 4 不 是 有 限 的 ; 否 妈 六 琶 成 有 限 储 或 可 列 集 
了 。 仿 下 饶 需 无 限 集 , 所 以 应 用 定理 9 乃 得 戏 上 4 一 1 即 SS 一 4。 

系 凡人 无 限 依 必 定 含 有 一 个 和 它 自 身 对 等 的 趴 子 集 。 

根据 定理 3 及 10, 从 扰 限 集中 除去 一 个 任意 的 有 限 子 集 ， 北 不 改 
构 它 的 势 , 故 必 合 有 和 它 自 身 对 等 的 鞭子 集 。 

庆 此 我 们 看 到 : 无 限 集 具 有 一 种 性 质 ， 是 有 限 集 听 没有 的 。 所 以 
我 们 可 以 和 给 无 限 储 一 个 正面 的 定义 : 

定 攻 2 凡 集 包 合 一 个 熏 它 自身 对 等 的 鞭子 集 的 称 需 扰 限 集 。 

下 面 我 但 要 发明 一 个 非常 一 般 的 定理 。 

定理 11 若 .4 中 每 元 赴 由 ”个 互相 独立 的 记号 所 次 定 , 而 每 一 计 
咏 各 自 跑 速 一 个 可 列 集 ; 

4 一 (ao zs yazy (0 一 0 227，。。…。。 ; 大 一 下 2，…， 公 )， 
那 示 4 凤 是 可 刘 的 。 

证明 ”本 定理 可 用 数 气 妇 秽 法 答 之 。 

若 %= 1 旭 本 定理 显然 是 时 的 。 今 假 届 ， 本 定理 当 m = 和 时 是 其 
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的 , 由 此 共有 明 共 如 = 吧 十 1 时 处 中 。 
设 几 一 {goiy ze， 下 ， 
4 中 的 元 素 其 中 cn+i= 2 的 , 记 甚 全体 答 4 则 由 假定 ， 


4 一 ftQziyzay 0 ,2 


坊 一 可 列 集 。 因 


所 以 4 是 可 烈 集 。 

由 此 定理 可 得 下 列 戎 定理 : 

1) 宇 面 了 的 点 2, 7) 其 座 桂 仿 有理数 的 , 其 全 月 成 一 可 烈 集 。 

2) 元 素 (2 902 906)， 由 大 个 目 然 数 所 组成 的 ， 綦 全体 成 一 可 
列 集 。 

3) 你 数 傈 数 的 多 熏 式 

C002 十 0 十 …… 十 Cn-1Y 十 Cr 

的 全 笨 是 一 可 列 集 。 

定理 3) 的 发明 : 先 固 定 mw 由 定理 11， 整 数 傈 数 的 ”次 多 项 式 
的 全 体 是 一 可 烈 集 。 母 用 定理 7 即 香 定 理 3)。 

每 个 多 夸 式 只 有 有 限 个 的 根 , 所 以 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 12 代数 数 的 至 如 成 一 可 世 焦 。 

《所 裔 代数 数 , 旋 是 束 数 傈 数 的 多 项 式 的 根 )。 


3 过 称 集 的 努 
无 限 集 不 一 定 是 可 列 的 ,现在 识 一 个 重要 例子 说 明 如 下 : 


定 泛 1 区间 忆 =Lo0, 1 是 不 可 列 的 。 
(所 间 区 于 Lao, Dj 万 戎 足 & 委 2 窒 2 的 2 的 全 体 )。 
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证 明 ”如果 L 是 可 弄 的 , 那 未 ”中 一 切 烽 可 祝 篱 : 
必 1， 仑 3， 于 3 。 〈(”) 


於是 7 中 任 一 点 必 在 (*) 之 中 。 将 世 由 点 于 与- 修成 三 部 修 ; 


本 引导 

其 中 至 少 有 一 个 不 含有 点 z: (图 4)。 今 以 Li 表示 不 含 点 2 的 (1) 中 

的 一 个 区 间 〈 三 个 区 关 中 可 能 有 两 个 部 不 全 有 zt 此 时 取 La 需 其 中 任 
何 一 个 好 了 ,例如 取 玉 左 的 一 个 )。 

现在 和 再 将 Vi 等 从 成 三 部 牙 ， 取 其 中 不 含 w。 的 一 个 区 间 过 .然后 

再 将 LU。 落成 三 个 相等 的 部 从 ， 取 其 中 不 合 zs 的 一 个 一 间 s, 依 此 类 


推 。 
ee 史 / 
CC 纺 3 给 1 
4 
如 此 迭 行 不 已 ,我 们 得 到 一 系列 的 世间 【Cet。 则 其 取 法 ,知道 
忆 一 局 : 靖 忆 站 已 : 连 seeess ) 

县 2 EU 

了 区间 D。， 的 长 是 二 。 因 im 六 = 9， 根据 醚 限 论 中 一 个 著名 的 定 
理 , 必 有 点 通 合 

CU， (2 一 1， 忆 号 ). 

肯 於 去 是 忆 的 一 个 点 ， 必 然 要 在 (人 #) 中 则 现 。 但 是 不 论 取 什 
贱 依 ， 和 有 0o 后 Lv 扣 k Low 
从 癌 侍 到 


二 二 Zr 
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换言之 , 即 志 不 能 与 (人 *) 中 任 一 点 相同 。 是 乃 矛 盾 , 因此 定理 得 发。 
由 於 过 个 定理 的 事实 , 我 们 得 着 新 的 势 。 
定义 凡 与 [0 1] 将 等 的 集 4 印 
4 一 ， 
称 4 具 有 连 德 集 的 势 ”, 简称 4 的 势 是 c。 
定理 2 于 区 间 [%, 0], 开 区 间 (c,2) 以 及 千 开 环 间 (c, 半 及 [c, 0) 
的 款 都 是 c。 
证 明 敲 
4=[a,b], =fT09,1]. 
沁 4j 一 和 十 (一 Q)Y 
联 组 成 .4= (外 收 忆 = (zz) 关 的 一 对 一 的 对 应 ,所 以 4 具有 连结 集 的 
。 又 从 一 个 扰 限 集 除去 一 点 或 者 两 则 ， 所 竺 的 集 与 原来 的 集 是 对 等 
的 ,所 以 《〈o% 0) (oa 0] FE 2) 的 势 与 [oO 的 榴 相 同 , 都 是 e。 
定理 把 两 十 不 相交 的 有 限 个 势 需 “ 的 集 作成 和 集 , 其 邹 是 e。 
证 明 设 
S- 了 (CEBw =o, 奈 四 ， 
1 一 1 
2 的 芝 都 是 c。 将 和 后 表 了 区间 [0, 1) 用 有 修 点 
0 一 0<C<C<…<<Cn 天 co 一] 
苏 成 内 个 秆 于 三 关 
cz 一 cr) (8 一 1 2 …， 名 ). 
每 一 个 年 闭 了 或 间 的 势 是 ， 所 以 我 们 可 以 使 玉 与 [ce-ub er) 做 成 
一 洒 一 的 对 睛 。 因 


有 
10， 1) = 人 [cr-3 Ch) 
2 一 1 


> 本 
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所 以 和 [0, 1) 成 一 对 一 的 对 应 。 欠 是 定理 得 汞 。 
”是 王 4 把 十 十 不 相 区 的 可 烈 扰 限 个 势 乱 的 集 做 成 和 集 ， 其 势 
是 c。 


是 明 让 
必 = 疙 百 b (CE 一 0 二 大 为 
太一 了 
共 中 每 一 个 玫 的 雪 孝 是 Co 
於 定 于 区 闻 Lo0,1) 中 取 一 列 晶 调 二 加 的 数列 《c 小 : 
Co 一 0<<elj< ev< 一 se ， 
上 且 ]im c 一 工 . 


太 ~> bo 


将 太 与 [ce est) 做 成 一 对 一 的 铬 应 , 序 得 总 熏 [0, 1) 也 是 一 一 
对 应 的 。 

系 1 实 款 全 体 所 成 之 集 2 其 势 是 ec。 
因 仿 


G= y {[E 一 1 他 十 [一 太一 有 二 1) 
此 二 上 


系 2 优 理 数 的 全体 是 一 个 势 乱 “的 集 。 
花 35 超越 数 ( 非 代数 数 ) 是 存在 的 。 
定理 正 整 数 驳 的 全 体 成 一 集 4 C 的 邹 是 c。 
证 明 鼓 久 ={(2n 02 903 ) 上 分 已 直 的 元 索 
(291; 922， 人 3， ) 
和 《0, 1) 中 的 无 理 数 
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对 应 。 如 是 , Q 册 (0, TD 中 无 理 数 的 全 体 成 一 对 一 的 对 应 。 故 定理 得 
种。 

上 面 的 证 法 是 假定 攻 者 已 熟悉 了 溃 分 数 的 理 夫 而 作 的 。 本 定理 膛 
可 用 他 法 性 之 。 下 面 的 考 明 是 用 到 二 进位 数 的 理论 。 过 种 理论 我 们 将 
束 膛 要 用 到 ,所 以 此 地 先 把 它 说 明 一 下 :-- 一 


1 co 
) 稻 数 三 和 本 
的 和 称 篇 二 进位 小 数 , 简 高 此 和 篇 
0,aicsC8……… 。 ( 工 ) 
2) 洒 於 zE [0， 站 , 必 可 用 二 进位 小 数 
1 一 0 ,QicsGe……。 
表示 之 。 


若 7 不 是 分 数 充 (一 1 3 一 TD 旱 , 则 (的 才 示 是 惟一 的 。 
数 0 典 工 (惟一 的 ) 可 由 下 式 表示 它 : 
0=0,000…， 1 一 0,111.…. 
若 z= 束 (m=1,3，…2" 一 切 , 出 “可 有 二 种 表示 法 。 如 % 可 表示 
假 0,0i aa…a 1 ITI000…， 央 也 可 表示 乱 0,ai ca ai 0111….， 例如 


3 人 ,9990 
百 一 10,010111.…: 


3) 每 一 个 二 进位 小 数 一 定 等 於 [0, 了 芋 中 的 某 一 个 数 。 
如 一 个 二 和 进 亿 小 数 > 从 某 一 位 起 全 是 0 或 至 是 1 ， 则 一 定 属於 形 
式 记 ( 人 一 1， 3， 2 一) 40,000… 及 0,11… 除 外 ) 即 存在 二 种 玫 示 


法 ; 否 妈 * 了 高， 其 表示 法 是 惟一 的 。 
现在 我 们 再 来 发明 定理 5。 我 们 规定 : 名人 认 [0,， 了 TD 中 的 数 用 二 进位 
小 数 表示 时 ,不 尤 许 取 和 从 某 一 位 起 全 是 工 的 形式 。 如 是 ,对 於 [0, 1D) 中 
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ee 


系 一 数 用 二 进位 小 数 玫 示 时 , 其 法 是 惟一 的 。 花 是 对 施 [0，D 中 每 一 
偶数 的 表示 


0，ct Cs Cs…， (bb 
中 ,不 基 必 是 多 厅 大 的 一 个 数 ,必定 可 以 找到 ax， 使 
0 一 0， f > 丸 ， 


反 过 求 ,对 论 小 数 (也 具有 上 述 的 性 扑 时 , 必 有 [0, 中 的 一 个 数 
鄙 之 对 应 。 假 如 我 们 已 烃 先 知道 使 由 =0 的 那些 ， 那 未 小 数 (H) 序 可 
完全 次 定 。 有 进 种 组 碟 一 个 单调 增加 的 自然 数列 

看 一 让 一 有 < 一 (2) 
因此 洗 礁 每 一 个 自然 数列 《2) 可 以 作 一 个 小 数 (bb 明之 多 应。 显然 的 ， 
所 有 (2) 的 自然 数列 的 全 体 组 成 一 集 , 刀 作 瑟 , 其 势 是 e。 汐 於 五 县 Q 
我 们 可 以 作 如 下 的 网 应 : 涛 论 遂 合 (2) 的 (人 , 作 

(nl 08 


从 此 

1 一 81， 9a 盖 1 一 51 98 一 8 一 8 
与 之 多 应 。 如 是 瑟 和 且 Q 成 一 允 一 的 兰 应 了 。 上 面 已 经 菩 明 万 的 势 是 
0 所 以 4 的 势 是 。。 


定理 6 若 集 4 中 每 元 素 由 ”个 互相 独立 的 天 号 所 决定 ,而 每 一 

个 刀 号 各 自 跑 逼 了 一 个 势 是 。 的 集 一 一 凶 
4= 《ae ， wa》 “"”“) os 
而 wx 逼 取 势 是 的 梨 一 , 则 4 的 势 是 o。 
证 明 ”党 王 明 时 ,不 妨 改 mw= 3， 般 
人 一 ta yy ， ZE 人 VE 了 ,2zGZ， 

此 地 成 ,了 ,图 的 势 都 是 o。 又 珊 @ 是 自然 数 数列 的 全 体 。 由 定理 5,@ 的 
势 是 c。 将 和, 了 , 2 各 各 典 Q 做 成 一 对 一 的 对 应 。 届 mmE, ET 
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20cC 2 其 在 4 中 的 当 应 元 素 , 分 别 乱 明 如 下 : 
20 册 (14，mTa，708 ) 对 应 ， 
yo 册 〈Pi，22，28， ) 对 详 ， 
z0 颈 《91，93，98， ) 举 应 。 
今 使 4 的 元 素 5= au va 导 Q 的 元 素 
《7 ) 
对 应 , 即 得 4 同 之 更 的 一 名 一 的 对 厅 。 
由 此 定理 即 得 下 刻 戎 重要 的 系 : 
有 系 于 平面 上 点 的 全 体 抱 一 是 的 集 。 
系 2 三 度 空间 中 点 的 全 体 , 是 一 个 劳 是 。 的 和 集 。 
或 者 说 , 公 间 中 的 集 , 它 的 荔 旺 公 表 的 度数 乱 关 。 
系 3 设 有 .个 《表示 如 入 梨 的 势 ) 集 的 和 集 , 若 每 个 集 的 芍 都 
是 。, 旭 其 和 和 集 的 势 也 是 .。 
事实 上 ， 泊 於 每 一 个 被 加 的 策 使 与 平面 zy 上 平行 於 oz 加 的 直线 
上 点 的 集 做 成 一 一 多 应 的 了 时 外 , 也 就 得 到 所 进 的 和 集 与 下 面 2% 上 点 的 
梨 做 成 了 一 光 一 的 将 应 。 
定理 3, 4 以 及 最 后 的 系 , 可 用 记号 简写 如 下 : 
5 十 (十 … 十 6 一 0 一 CC 小 C 十 十 … 和 一 人 一 0，60 一 0， 
定理 / 若 集 4 中 每 元 素 , 由 互相 独立 的 可 列 个 记号 所 次 定 , 即 
4 一 (oo oo op) 
面 每 一 个 % 取 目 一 个 荔 是 。 的 集 , 划 4 的 萝 也 是 co。 
饮 明 裔 穴 取 自 习 xz 是 相 然 数 数 列 全 体 所 成 的 集 。 每 一 个 怀 ， 
与 6 成 一 并 一 的 当 应 必 一 1，2，3，………)， 兮 记 其 光 应 篇 px。 
南 5E4 ,出 


5 一 Gego ol 28o 2 “9 
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其 中 XOC 已 (1 2，3，……)， 
由 和 得 zi 的 对 应 元 素 是 Q 中 的 数列 : 
G0 9 930 CE QQ 


亦 是 名 贡 5E 4 有 一 个 以 正 整数 篇 元 素 的 无 限行 列 


(1 (! (1 
ii ， 7 和) 。 3 
(2 (2 (2 
7 


(3) (号 【人 福 
和] 9 9 ， 由 ， 介 昌 击 站 (《 ) 


昌 是 和 


与 之 对 应 。 发 章 种 行列 的 全 体 需 了 工 , 旭 工 4 之 间 和 组 成 一 对 一 的 对 应 。 
所 已 只 要 测定 荆 的 势 是 "好 了 。 今 人 且 

《人 mu 人 ， 7 人 2) ， mi 纪 ) 。 7 姑 ) ， 3) ， mu 人) ， 网 ) 
对 应 《此 数 烈 的 取 法 旺 $ 3 定理 7 证 明 中 取 法 相同 ) , 立即 得 到 工 眶 Q 
间 的 一 对 一 的 多 应 。 

定理 8 歌 w (=1, 2, 3,…) 是 0 或 也 其 取 法 是 互相 独立 的 , 划 
以 所 有 数列 

(ai ， 0 ，08 ) 
起 元 素 之 集 ?, 其 要 是 e。 

证 明 了 中 有 一 部 分 元 素 (ai we， ca， …) 从 某 一 位 起 全 是 工 , 长 
滥 征 元 素 的 全体 做 成 卫 的 子 策 8。8 中 每 一 元 素 (ai, as os, …) 对 应 
放 一 个 二 进位 小 散 0，ai as gs ……. , 泛 个 小 数 所 表示 的 数 或 是 1 或 是 
京 (ms=1， 3，…， 私 一 芒 。 所 以 8 是 一 可 列 集 。 

又 令 了 一 3 中 的 元 素 (clycayas，…) 对 应 认 二 进位 小 数 0, oaaaep…， 
乃 得 2- 8 熏 [0， 间 的 一 对 一 的 对应 。 所 以 , 7 一 8 的 势 是 c。 因 之 
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! 的 势 是 e。 

系 “ 讼 集 4 中 每 元 素 昌 互相 独立 的 可 刘 个 符号 所 决定， 且 每 一 符 
作 偿 有 二 种 取 法 , 那 末 4 的 势 是 e。 

事 作 上 ,假使 4= (ama，z， zs 而 


7 
zx 一 | / 


72 


将 么 熏 定 理 8 中 之 组 成 如 下 的 对 应 : 党 22= 六 时 ar 一 0 党 2 一 ?mk 
时 & 一 1 在 紫 人 条 件 下 ,全 4 的 @z1 3 53 … 洗 巍 於 的 (al C2 39 3 
涛 未 4 司 / 成 一 一 对 应 了 。 


35 劳 果 比较 


我 们 在 前 面 中 然 讲 到 关於 甸 的 事情 ,例如 :“ 一 集 有 相同 的 雪 ”， 某 
集 的 驭 是 0 “ 某 集 的 势 是 "。 但 是 宪 费 什 赔 是 势 ?过 是 还 没有 定 闵 的 。 

康 觅 全 经 关於 驭 的 概念 , 有 过 一 个 相 党 模糊 的 定义 。 他 说 :“ 所 谓 
一 个 集 4 的 锣 , 妃 表示 4 的 一 种 一 般 性 质 ， 而 该 性 质 沉 亡 去 4 的 元 
素 丽 言 , 已 及 见 去 4 的 元 素 的 匀 序 而 言 , 仍 毕 是 保持 的 ”。 他 用 


于 一 师 mareeeeeeei 
ee 


六 
表示 4 的 势 。 
我 们 对 放 康 腹 的 定 闵 不 能 认 需 满意 ， 但 是 仍 沿 用 他 的 记号 了。 我 
们 给 芝 下 过 样 的 定 闵 : 
定 闽 1 将 所 有 的 集 牙 类 ， 凡 二 集 对 等 时 旦 只 有 尘 等 时 称 需 属於 
同一 类 。 妆 於 每 一 乱 与 以 一 个 记号 。 称 此 记号 需 蓄 类 中 任 一 集 的 芝 。 
车 4 的 势 是 wm 则 记 以 


几 一 ww. 
由 是 凡尘 等 的 集 , 其 势 相同 。 包 合 自 然 数 公 体 所 成 之 集 Y 的 一 类 
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专 记 号 4 记 其 任 一 集 的 芝 。 所 了 已 可 列 集 的 荔 都 是 co 包 合集 驴 =[0, 1 
的 一 类 与 肋 记 全 c。 那 末 , 凡 是 与 ! 尘 等 的 集 ， 其 势 都 是 包含 一 个 集 
4= (oo 2 c 的 类 ， 分 记 “3” 全 之 对 应 。 那 末 , 凡 集 仅 含 三 个 元 过 的 ， 
其 势 玫 是 3。 所 以 夕 限 焦 的 势 是 有 限 集 元 素 的 个 数 的 扩充 , 罕 集 的 势 是 


0。 单 元素 集 的 和 是 1 
， 定 刘 2 变 二 集 4 和 二 的 势 是 ww 和: 


4=a 五 = 6. 
如 果 1) 4 不 殿 已 注 壬 ,而 2) 石 中 含有 一 个 子 集 伍 4 洒 等 , 那 末 裔 : 
4 的 芝 小 於 己 的 劳 ,或 是 说 : 二 的 势 大 於 剑 的 芝 , 记 作 


a<A0, 下 6>>a. 
例如 
4 = fa Go 0so}， 4 =32， 
瑟 ={D po Do 万 =49. 


4 不 全 总 对 等 。 但 是 局 有 了 于 集 玉 ={ob 0 ps) 使 4 一 B*。 所 以 


32< 49. 
用 与 此 同 楼 的 方法 ,可 知 任何 一 个 自然 数 呈 小 於 六 的 势 % 也 小 二 
[0, 1 的 势 是 c。 
最 后 ,如 


={l23 .) 和 =a 
U=[01] 7=o 
则 从 不 ~ 避 ( 见 $ 4 定理 D), 但 六 有 子 集 0*={1L 工 ， 工 ,… } 于 
合 [ 产 ~ 信 。 所 以 
Q<(. 
至 饼 在 5 与 之 间 是 否 有 过 /满足 
QQ< 几 <C， 
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寺 是 潮 未 解决 的 一 个 将 题 . 
可 生 我 们 容 易 找到 集 , 其 芝 大 於 e。 
定 连 荆 坟 过 是 在 L0, 1 上 了 定 闵 的 一 切实 丙 数 , 则 天 的 要 大 於 e。 
误 明 设 凡 =f0 1]。 首 先 来 七 明 下 不 由 0 对 等 。 如 果 大 一 忆 , 那 
末 存 在 一 种 对 应 法 ,可 使 二 与 忆 成 一 对 一 的 因应 。 假 二 Lo 1] 中 的 
bb 当 巍 於 & 中 之 元 素 是 广 (z) (0 委 2 委 1)。 扣 
下 人 放生) 一 几 (2) 
那 林 ， 2) 是 在 0S 荆 1 0<w<sl 中 所 定义 的 两 个 区 数 的 函数 。 
本 数 
b(z) 一 下 (oz)+1 
是 在 互 中 的 ,所 以 U 中 必 有 使 送 合 %z) = 广 (z), 或 是 
4 0) 十 LI 一 忆 (C, 人 ). 
但 是 取 z=0 上 式 却 不 可 能 成 立 。 所 以 下 不 司 避 对 等 。 
双 & 的 子 集 
8 一 fanwX 十 c} (0 委 c< 扫 1) 
是 呈 L 对 等 的 , 因 使 Z 中 的 数 “与 T* 中 的 画 数 snz+e 做 成 桨 胭 ， 
到 个 对 应 是 一 对 一 的 。 
讼 是 定理 宪 全 于 潍 。 
定义 3 区间 [0，1] 上 所 定 雯 前 一 切实 丽 数 所 成 之 集 ， 记 其 反 
息 j 
由 定理 1 知 
c < 上 
然则 是 否 有 大 蕉 /的 过 ? 答 日 然 。 实 际 上 ,对 秀 任 何 一 个 势 , 我 们 
可 忆 造 一 个 集 使 其 势 大 於 所 设 的 势 。 


Jp 本 rr 吧 国 用 rain -mean 证 | 上 rn eLong 和 img EniinieeeeeeemggiPLeeeeemiu 
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一 二 一作 


定理 2 设 丸 是 一 焦 ， 上 是 痢 的 一 切 子 集 所 成 之 集 , 那 末 
存 > 之 到. 

证 明 因 需 1 工 含 有 型 的 一 切 子 焦 , 所 以 中 有 内 本 身 , 有 空 集 ， 
又 肯 弄 中 每 一 元 素 所 成 的 单元 素 焦 。 征 者 成 一 集 1 一 到 人 。 

下 面 只 要 慎 明 ! 不 对 等 於 有 天 束 好 了 。 

如 果 了 ~ 有形 : 设 F 使 工 伍 有 玉 组 成 一 对 一 的 对 应 , 放 是 对 和 於 开 中 
的 mL 中 有 惟一 的 2 ) 全 之 对 巍 ， 而 人 中 每 一 个 元 素 一 定 可 以 龟 
篇 FU 此 中 全 6 天。 

M 中 元 素 m, 满足 各 E 9Y(mm) 的 姑且 称 需 “好 ”的 元 素 。 否 则 称 吉 
摄 ” 的 元 素 。 僵 必 本 身 对 应 的 元 素 催 是 -好 ”的 ， 与 空 集 对 应 的 元 素 
众 是 掺 ” 的 。 圾 是 妈 中 的 元 素 不 是 “好 ”的 就 是 “ 拒 ” 的 。 愉 并 中 
所 请 “ 扔 ” 的 元 雹 的 全 体 乱 则 疙 EL 而 必 中 必 有 元 素 ao 通 合 

心 一 刀 (C2o). 

然则 壳 个 元 妆 me 是 “好 ”的 呢 有 还 是 “ 报 ” 的 呢 ? 如 果 说 mm 是 好” 

的 , 那 未 
920 GE JI120 ) 一 心 ， 
可 是 心中 仅 含 “ 摄 ” 的 元 素 , 刀 得 矛盾 。 如 果 说 oo 是 “ 护 ” 的 , 那 末 
Ji20 所 Po ) 一 心 ， 

可 是 最 千 的 式 子 即 表示 ro 是 “好 ”的 ,人 亦 需 不 可 能 。 因 此 从 而 得 到 no 
记 非 “好 ”的 又 非 “ 提 ”的 , 坝 是 陷 施 矛盾。 所 以 4 与 几 不 能 汐 等 。 

定理 亲 毕 。 

注意 老 凤 是 一 个 由 2” 个 元 素 所 组 成 的 有 限 集 ， 划 二 的 元 素 的 
个 数 是 2"。 因 乱 1 含有 一 个 空 焦 ，C 人 窗 匹夫 焦 ，Cn 个 二 倘 元 素 的 
集 ，…。 所 以 4 的 无 素 的 个 数 是 

1 十 CC 十 Ca 十 … 十 Cn 一 2 
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过 个 事实 常 2%=0 及 m=1 时 亦 跨 。 前 者 表示 旭 是 空 集 ， 而 了 仅 仿 一 
个 元 素 即 尾 目 身 。 筱 者 表示 到 需 音 元素 集 , 则 了 含有 二 个 无 素 ， 一 
篇 全 集 , 一 息 用 。 

下 和 面 的 定义 和 与 上 述 和 结果 联系 起 来 就 是 很 自然 的 了 。 

定 蒜 4 若 攻 的 是 /而 以 它 的 一 切 子 集 所 和 组 成 的 集 仿 了， 工 
的 执 是 " 旭 定 芳 


7 一 2 。 
定理 2 表示 

2 2 1 
定理 3 C 一 28.。 


伍 明 疏 上 是 日 然 数 的 公 体 , 工 是 六 的 一 切 子 集 的 集 ， 卫 是 一 
切 数 询 


(@i，gs，03， ) mx =- 
的 集 。 由 8$84 的 定理 8， 
-4 一 22， 二 一 (. 
将 从 二 中 任 一 元 素 N” MY* 篇 革 些 自然 数 所 成 之 集 ， 作 工 的 元 
过 《du 0o 43 ……) 与 之 对 应 ， 对 应 之 规则 如 下 : EN* 时 定 or 一 1 


上 EA ”时 定 =0。 征 而 香 到 工 与 届 间 的 一 对 一 的 对 应 。 南 是 定理 
恰 尘 。 

由 定理 2 及 定理 3 我 们 又 得 到 

CC 

下 面 二 个 定理 共有 重大 的 意 闵 。 

定理 4 设 4D41 二 4 若 4 4 有 阳 4 一 4。 

器 明 ” 怕 由 对 应 法 史 使 4 与 ds 成 一 对 一 的 对 上 。 堆 是 对 评 4 
中 每 一 元 卖 ， 在 4 中 有 惟一 的 元 素 和 与 之 对 应 。 所 以 在 该 对 订 法 2 下 ， 





第 一 童 ” 无 限 集 27 


rr 一 we 


4s 中 有 子 集 4s 多 等 於 4:。 又 因 dsC 41~ 4s, 所 以 4s 有 子 集 4 对 等 
於 4 
此 种 手续 蒋 绫 进行 , 乃 得 4 的 一 串 子 集 


4 一 4 二 4。 二 454 4 9 ， 
具有 性 质 : 
4 ~ 
41~4s 
4~4 
4 
由 此 而 得 
4 一 ~4 一 4 
4 一 4 一 4 一 44 
4 一 4 一 4 一 4: C) 
汽 
万 = .4.444… ， 
则 


4 一 (4 一 4) 二 (4 一 4 十 (4 一 4 二 4) 十 (4s 一 49) 十 Cd 一 你 4) 十 … 十 心 
4=(41 一 4 十 (ds 一 48) 十 (4 一 4 十 (4 一 45) 十 … 十 甩 ， 
在 上 面 的 一 个 趟 季 ， 每 一 式 中 的 被 加 集 之 间 雨 所 乱 共同 元 素 。 由 性 质 
72 可见 寿 下 划一 要 的 两 集 篇 允 等 , 碟 下 划 二 和 弥 的 两 集 乱 对 等 ,以 此 推 
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得 4 与 汕 需 对 等 

定理 5 ” 设 4, 刀 坊 二 集 ， 如果 4 孔 中 任何 一 个 与 其 他 一 集 的 基 
子 集 蜀 等 , 则 4 与 B 胃 等 

明明 讨 





4 一 Ex， 也 *C 王 万 ， 
B~4*， 4xC4. 
因 Bx*CB~ 4* 所 以 4* 有 子 集 4xx 轩 等 於 B* 由 是 4D 4* 一 Mr 
县 4~4xx( 因 4 一 Br BY 一 4xx)o 由 定理 4 所 以 4 一 473 然 全 一 已 
故 4 一 卫 。 
下 定理 4 及 定理 5 得 着 下 列 者 干 重要 的 系 。 
系 1 讼 ww 6 是 两 午 势 , 则 下 面 三 个 关 傈 式 
2a 一 ，a<O，a>>[ 
的 任何 两 个 不 能 同 叶 成 立 。 
事实 上 ,党 天 傈 式 a= 成 了 时 ,其 他 二 个 营 然 都 不 食 成 主 。 
现 设 we<6 生 a> 同时 成 立 。 恋 4 之 势 个 ww 石 之 个 0。 
由 < 则 
1) 4 与 五 不 对 等 ， 
2) 妃 有 子 集 B* 使 4 一 BY*。 
但 由 a>A， 则 
3) 4 有 子 集 4* 使 有 ~ 个 。 
由 2) 及 3) 乃 得 4~ 人 此 事 僵 1) 矛盾 。 
系 4 设 aw,p,7 是 二 介 势 。 符 
2a<JN，1<7 
则 “<7. 
换言之 , 因 傈 “一 ”对 失势 是 倩 焉 的 。 


站 


em、 . 
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事实 上 , 假 届 4，B，C 三 集 的 芝 是 8，7y。 则 由 4~B*C B， 
B~C*CCO, 得 4~Cxx*CO*。 现 在 只 要 六 明 4;,C 不 当 等 就 好 了 。 如 果 
4~ 0 旭 由 4~Ox**, 得 着 O~C**。 又 由 定理 4, 得 C*~ CO 和 从 而 了 ~C， 
认 是 8B= >y，, 此 才 熏 假定 矛盾 。 

注意 ”由 定义 2 得 到 下 列 的 事实 : 若 4~B*CB， 则 或 是 4= 了 
或 是 4< 卫 。 若 简 寻 作 
< 了 ， 

则 定理 后 的 别 种 形式 是 ; 
如 是 <>B 和 ws<B 者 成立, 那 末 w= 8。 
薇 om 及 7 乱 二 个 自然 数 , 划 下 面 三 个 关 傈 式 
1 一 旬 ，1< 包 2 和 儿 
中 务必 成 立 一 个 且 只 成 立 一 个 。 在 第 十 四 章 中 我 们 将 要 斑 明 对 帮 雨 惕 
势 w, 86, 下 面 三 个 关 全 
xx 一 8 xc<6, ax>C 
至 少 成 立 一 个 。 滨 叫做 势 的 三 歧 性 。 
下 面 是 定理 5 的 一 个 应 用 。 
定理 6 区 闻 [0， 嫩 上 所 定义 的 过 粮 画 数 的 侍 体 组 成 一 和 集 5，G 


的 芝 是 。 
脸 明 妨 环 一 (in z 十 他 修 是 实数 )， 则 @*CG 且 丈 *=o, 因此 
5>>' () 
所 已 征明 
过 (2) 
山 好 了 。 
训 妃 是 复数 数列 


[wa ， 193， 


30 实 条 本 数 有 


的 全 体 。 由 8$ 4 的 定理 7, 妃 = e。 

料 上 ,切中 所 有 的 有 理 数 区 乱 

7 7 Ts 
对 验 每 一 个 jz)EG, 但 互 中 的 数列 
oj 一 [fr Jra) re] 

内 之 对 应 。 营 Fw) 与 g(z) 不 相同 时 ，a 关 aoo 

事实 上 ，, ar=av 乃 表 示 fo) 与 92) 在 [0,， 匡 中 的 一 切 的 有 理 点 
% 取 值 相同 。 由 邦 夯 数 的 连续 性 ,jw) 由 9(2) 在 [0, 开 中 任何 点 取 
值 亦 相同 , 诬 是 /GZz) 一 9(z)。 

上 面 的 证 表示 : 记 豆 *= (oj , 即 ~ 瓦 *。 但 因 五 *C 互 和 万 =e， 
故 得 关 傈 式 42) 。 定 理 放 是 苹 蛤 。 
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单 绸 函数 的 不 违 续 点 的 全 体 至 多 篇 一 可 列 焦 ,就 稚 之 。 
坛 作 (0，1) 与 [0, 旨 罚 的 一 对 一 的 当 朵 。 
笨 明 /= 22。 
屋 4= 了 EC，4=c, 则 五 与 0 由; 至少 有 一 集 的 馅 是 oo 
例 旭 ez) 具有 如 下 的 特性 : 对 的 每 一 个 2 布 正 数 5 外 之 兰 鹿 , 党 | z 一 加 | 一 
时 ， >fa 那 未 /xz) 的 函数 值 的 全 体 至 多 成 一 可 列 集 。 

6， 在 83 的 定理 4, 5， 6，7 及 在 8$4 的 定理 8 及 定理 4 中 , 诗 稚 加 集 乱 公 共 元 形 的 
休 件 是 可 以 除去 的 , 试 裔 明之 。 

7 姓 明 4B 十 C= (4+C)(B 二 CO)。 且 加 以 推 麻 。 

8， 误 41，4z，43,… 篇 一 对 列 的 集 , 若 记 二 篇 遵 样 元 束 的 全 体 , 有 无 限 多 个 dx 都 含 
有 浊 短 元 素 。 双 计 4 坑道 样 元 素 的 全 体 , 息 有 布 限 个 的 4 不 含 寺 种 元 运 。 八 明 


心 Co hk 


cr 


昌 ， 刀 果 4= > 4 4=c， 则 有 至少 有 一 个 4 的 势 是 Co 


也 一 
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在 本 章 中 专 论 站 稼 上 点 的 集 。 实 数 的 至 体 所 成 之 梨 记 之 以 G。 在 
下 面 所 说 到 的 “点 ”，“ 开 区 间 ”“ 区 间 ” 等 应 都 是 有 算术 意义 的 。 例 如 : 
点 2 位 在 2 的 右面 ”就 是 yy >2。 


3 工 标 限 称 


定 装 1 发 五 是 一 点 集 ,， 2 是 一 点 。 如 任何 了 区间 合 有 2zo 的 除 mo 
而 外 至 少 还 含有 五 的 一 点 的 户 ， 称 zo。 篇 五 的 一 个 极限 吕 。 

注意 

1) 五 的 极限 点 ze 本 刁 不 一 定 属於 五 。 

2) 履 的 杯 zo 假如 不 是 刀 的 极限 点 ， 划 称 篇 忆 的 孤立 点 : 

3) 如 ze 是 也 的 极限 点 , 划 任 一 弃 间 (a, 6) 舍 有 zo 的 必 合 有 五 的 
抱 虐 个 的 夭 。 

注意 中 3) 的 性 明 : 如 果 在 (wa B) 中 只 含有 羡 的 有 限 倘 的 点 ， 侈 
设 志 种 点 之 巡 然 Zo 者 得 司 ，5o 9， 又 设 5 仿 下 列 谐 数 Zoo 一 避 |， 
[70 一 2| | 2 一 苔 | 20 一 a 6 一 2 中 之 最 小 数 。 那 末 , 区间 (zo 一 3， 
Zoo 十 8?) 不 合 到 (=T 2 2) 中 的 任何 一 个 , 也 怠 是 除了 zo 丽 外 不 
舍 总 中 其 他 的 点 。 因 之 zo 不 是 极限 加 。 

人 答 另 一 枫 点 同性 也 可 过 到 标 限 可 的 概念 。 需 此 ， 我 们 来 屋 明 下 面 
的 售 题 。 

定理 1 2 乱 互 的 标 限 点 的 必要 遇 充 分 的 条件 是 : 羡 有 野 烈 《2Z 
4z 庆 Zoo， 笛 9 寺 和 上 时 or 十 Zn) 通 合 

《31 ) 
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之 0 一 一 ]im 玫 及 。 
代 一 》 ODD 


置 明 ”人 条 件 的 充 牙 性 一 彰 而 知 。 今 娟 其 必要 性 。 
设 2 篇 六 之 标 限 点 。 先 在 (zo 一 1 zo+ 1) 中 寻 取 一 点 ”1 属於 万 
而 曼 於 wx 然后 在 【mm 一 二 和 十 寺 ) 中 选取 一 -点 wmE 互 要 放 m 亦 映 训 


xie 一 般 的 及 : 在 【mm 一 二, 和 十 二) 中 遗 取 一 点 几 属於 瑟 而 要 於 避 丈 
暴 於 先 取 好 的 ma zs …， sr-is 如 此 乃 得 数列 fx 而 是 


40 一 na 人 
着 -人 DC 


利用 过 个 定理 可 将 定 闵 1 沟 需 另 一 种 形式 。 

定义 2 届 刀 是 一 点 集 , ve 是 一 点 。 假 如 刀 有 殉 {z) (二 oo 
党 4 寺 权时 oo 二 son) 收 敏 於 zo 称 和 是 五 的 一 个 概 限 点 。 

定理 2 〈 波 尔 采 讲 - 伐 页 斯 股 上 司 ) 凡 有 界 优 限 集 刀 至 少 有 -一 个 
极限 点 〈 但 此 极限 点 不 一 定 属於 刀 )。 

丛 明 ” 因 禽 召 是 有 界 ,所 以 有 并 区 间 fa, 势 包含 如 


下 aq 二 
2 一 ， 
坪 个 于 区 间 [e, c] 和 [c, 妇 中 , 至 少 有 一 个 含有 允 的 无 限 个 点 。 否 贡 
刀 磷 成 有 限 集 了 。 设 具有 上 述 性 质 的 那个 于 区 间 是 [ax 5]。 如 果 Faic] 
及 foe, 雪 均 各 含有 加 的 无 限 个 点 , 则 取 [aa 0] 篇 其 中 任何 一 个 好 了 。 
。 一 号 十 和 

必 
同 理 , fo ec 了] 及 [eu 9] 二 者 之 中 至 少 有 一 个 合 有 万 欧 扰 限 个 点 , 仿 忆 
La 0。 ] 记 之 。 如 此 手 粮 进行 不 已 ,得 到 一 系列 的 于 区 疝 

[c, 站 二 [cu 0 二 Fo 2 ] 
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一 一 王 一- 王 一 一 一 一 区 





LIE 


在 其 中 的 每 一 个 [co oo 中 含有 了 石 的 无 限 个 点 , 且 





0 一 Un 一 -4 
六 limn ( 记 一 三 0 控 服 一 个 熟知 的 极限 定理 , 必 有 一 个 点 ze 合 在 所 
了 一 > co 
有 有 的 Lao oo 之 中 , 且 


jim ws 一 ]m D 一 20， 
一 小 避 DoD 


今 恤 2o 是 总 的 标 限 点 。 设 (a 6) 需 合 有 2zo 的 任 一 区 间 ， 划 项 
通 证 大 时 ， 
fa po C (ay 6)， 
所 以 (w 6) 含有 罗 的 无 限 俏 点 。 由 是 zo 是 召 的 概 限 贴 。 
所 党 注意 的 ， 定 理 中 “有 界 ” 一 话 不 能 除去 。 例 如 五 =A,A 是 自 
然 数 的 全 体 。 那 末 五 是 扰 限 集 , 可 是 没有 极限 点 。 
在 应 用 上 有 了 时 将 定理 2 写成 另外 的 形式 ,是 就 数列 而 膏 的 。 
如 对 每 一 个 对 请 一 个 定数 2。 划 得 数列 
XI1，1as， 人 3 ) () 
其 中 任何 十 数 可 以 是 相同 的 。 例 如 
0，1，0，1，0，1 ……: 
是 一 个 无 限 数 烈 ;如果 将 它 看 成 点 集 ， 那 未 只 有 两 个 点 ， 倒 是 一 个 有 
限 集 。 
如 果 有 常数 五 ,对 任 一 2 有 
[2 < 开 (mu 一 1 2 3， 
则 称 (*) 和 优 有 界 。 
波 锁 采 谋 - 伐 泵 斯 股 委 司 定理 还 可 以 述 之 如 下 : 
定理 2* ”和 从 任 一 有 务 数 列 


01，08， 人 3 (*) 


34 和 绝 本 ， 数 知 


必定 可 坊 园 取 一 个 收 伊 的 子 数 刀 
2 ao 区 (91 < Ia < Ia < )， 

证 明 将 心 ) 中 每 一 芷 2 石 作 中 。 如 果 〈”) 所 表示 的 是 焦 是 有 际 

集 , 那 末 必 有 点 在 (”) 中 册 现 扰 限 灵 。 假 使 过 个 点 是 二 而 
2 一 和 mp 一 0 一 一 二 ， 

那 末 {znz) 网 是 我 们 所 需要 的 子 数列 。 

如 果 必 ) 所 表示 的 集 五 是 一 振 限 集 ， 那 末 由 定理 2 互 有 标 限 点 
Zoo 五 中 可 遗 取 一 点 列 


Ma On zy (#:# ) 

蕊 2o 篇 标 版 点 ， 此 数列 的 每 一 拷 各 不 相同 ， 其 指标 1 322 123 也 
是 各 不 相同 。 

全 取 他 1 一 7 取 2 息 在 TVT， 212 人 23 中 第 一 个 大 巩 21 的 数 ， 


取 23 篇 20191239 人 3 中 第 一 个 大 均 722 的 数 ， 以 下 仿 紫 。 於是 竺 到 
Wail，Xap，2ncy，…… 。 


其 指标 ” 是 军 调 增加 的 。 死 数列 万 优 () 的 于 数列 ,所 以 


] Im 过 1 一 一 光 0。 


-> DD 


定理 因此 避 蛙 。 
3 闭 集 


与 极 限 点 的 概念 紧密 联系 着 的 我 们 还 有 下 面 一 连 果 的 定 款 。 
定义 设 羡 往 一 点 集 ， 

1， 卫 的 所 有 极限 点 所 成 之 集 称 震 五 的 导 集 , 记 震 如 。 

2 如果 二 己 万 划 称 妃 需 周 集 。 
3，、 如 果 五 呈 石 ， 草 称 五 得 已 密集 。 

4，、 如 果 万 = 也, 色 称 五 吉 完 全 集 。 


3 
Ci 


党 二 章 ” 集 


5 点 集 召 十 如 稳 需 刀 的 包 而 以 刀 训 之 。 
用 下 所 进 ， 闭 集 就 是 它 含 有 它 的 所 有 便 良 点 前 焦 。 已 客人 集 乃 是 不 


合 拔 评点 的 集 。 宪 至 华 饶 各 周 的 又 是 己 窗 的 。 


的 。 


今 保 数 例 以 明 之 。 
例 
T 上 ) 六 
1 妨 = | 六 了 二， 已 一 《0+ 万 不 是 财 集 ,型 不 是 己 短 
323， 加 一 (2 0) 厂 =o, 0 二 需 己 赛 的 ,但 不 是 于 的 。 
3 五 =[a, ,五 =[oD]. 了 石 需 完 公信 。 
4，=Z， 瑟 =2. 所 以 实数 的 全 体 成 一 完 休 集 。 
5. 五 = 1 二， 0 0 上 五 ={9j。 厂 是 于 的 ， 但 不 是 己 密 


6 五 一 下 ( 有 理 数 的 公休 ), 如 =2 和 . 厂 是 已 密 的 但 不 是 财 的 。 

7. 五 =0， 了 九 = 0. 故 空 集 是 完全 集 。 

8、 玫 篇 有 限 焦 ， 五 =0. 故 一 苏 有 限 集 是 于 的 , 但 不 是 已 密 的 。 
下 面 我 们 用 一 些 改 揽 订 的 但 是 有 趣味 的 例子 来 呈 究 财 集 肥 和 宪 公 


定理 1 ”任何 集 如 的 导 集 避 必需 闭 集 。 
证 明 若 柬 是 有 限 集 ， 孕 没有 极限 点 ， 所 已 是 于 集 。 若 奴 是 一 


扰 限 集 , 届 wo 答 芭 的 一 个 极限 点 。 任 意 取 一 侦 包 售 zo 的 区 间 (a B)。 


人 由 根 限 点 的 ; 定义， ka， 尼 ) 
并 忆 中 心 舍 有 五 "的 点 >。 关 此 


站 


国 。 (Ca p) 中 必 合 有 扰 限 个 万 


之 点 ( 疼 5)， 序 ze 同时 也 是 刀 的 极限 点 。 因 此 ，zo6 罗 。 田 此 砚 之 ， 
碎 含有 他 的 所 有 构 限 点 ,所 以 妃 是 闭 集 。 


30 侍 铬 区 数 有 





定理 2 ”如果 4CB, 则 4 到 殖 . 
膛 是 显而易见 的 事 。 
定理 3 (4 十 再 ) 一 水 十 了 
汪 明 由 定理 32, 因 4, 均 篇 4 二 瑟 的 子 集 , 所 以 4C Cd 二 D7 
B'C (4 二 B) 於是 
4 十 B'C (4 十 也 1。 


尺 一 方面 可 和 坟 
(4 上 + 本 性 水 十 B。 (9 
因 息 假使 
ZE(4 十 ) 
则 在 4 十 中 中 存在 点 列 Zi Ze，28 而 
iDn 2 一 20。 


谨 一 口中 


如 有 果 在 红 歼 《zz 中 有 扰 限 个 的 点 属於 4, 旭 2 乃 坊 4 的 极限 点 ， 
从 而 zoE4C4T+B。 如 果 点 列 (zy 中 仅 有 有 限 个 的 点 属 故 4， 则 
zcEC4 十 了 。 不 花 那 种 情形 , 纺 之 zoE 4 十 妨 。 故 得 (*) 。 帮 是 定 
理 证 举 。 

系 工 任何 集 召 的 包 瑟 篇 闭 集 。 

事实 上 ， 

(了 ) 一 (再 十 再 二 到 十 ()IC 配 十 柬 一 丽 C 奋 ， 
系 2 点 集 五 篇 闭 集 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 
殖 一 万 . 

由 系 二 ， 当 五 一 一 ， 则 五 需 闭 集 ， 所 以 人 条件 是 充分 的 。 又 若 刀 准 

于 和 集 , 草 由 
万 一 玉 十 及 C 刀 心事 

得 百 = 五 . 
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pe 一 一 


下 面 的 定理 也 可 以 给 定理 3 半山。 
定理 4 有 限 个 阳 集 的 和 集 是 开 集 。 
证 明 ” 先 怠 二 个 焦 的 场合 二 之 。 设 和 坊 二 个 闭 集 ， 


瑟 一 1 十 Es. 
由 定理 3, 得 
且 一 万 1 十 五 
但 5E7Y Ca CCFo 所 以 
6 考 5. 


所 以 定理 营 二 个 于 集 时 成 立 。 全 数学 如 和 东 法 ， 知 定理 和 在 一 般 场 合 下 
也 成 立 。 
注意 ”无限 个 闭 集 的 和 集 可 能 不 是 于 集 。 
例如 取 
也 ,一 去 1 | (一 1) 2 3 )， 


昌 每 一 个 二, 是 财 集 , 但 其 和 集 
人 大 一 40， ] | 


人 为 一 ] 


不 是 财 集 。 
关於 闭 集 的 通 集 旭 有 下 面 的 定理 : 
定理 5 任意 个 闭 集 的 通 集 是 朵 集 。 
证 明朗 研 表示 财 焦 , 涯 众 不 同 的 翅 表 示 不 同 的 集 。 所 有 下: 的 
通 焦 记 以 9 
通 集 记 已 5- 末 到 


因 5C25 所 以 2 CEt 因 之 风 C2eo 此 因 傈 式 对 於 所 有 的 云 成 
了 ,所 以 吃 c| 了 
: 
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即 玛 另 所 以 5 是 闭 集 。 

补助 定理 设 卫 篇 有 于 和 欠 ( 有 下 异 ) 的 集 ， 又 设 6=snp 召 (a== 

= 五 ), 订 
PE 有 刀 (aE 马 )， 

器 明 如 果 A6E 了 加 旭 常 然 66 万 . 设 6E 刀 那 末 轩 於 任 一 正 数 8 
存在 z6E 瑟 适合 xz>6 一 。 所 以 在 任何 一 个 包含 6 的 区 间 中 必定 含有 
刀 中 的 点 , 委 实 假定 PEE 卫 ,上 点 党 然 不 是 6。 由 此 ，6 是 五 之 极限 点 ， 
因而 PE 了 妈 安 召 。 粮 之 66E 忆 。 

定理 6 有 上 和 芥 ( 下 异 ) 的 并 集 三 必 有 最 右 (最 左 ) 的 点 。 

事实 上 , 设 6=sup 三 划 

6E 丰 一 古 

定义 6 发 五 需 点 集 ，J 篇 区 间 集 。 如 果 轩 放 每 一 个 ZE 也 有 

一 个 太 闻 5E 吸 , 使 
2 0》 
旭 适 妃 耻 嘱 所 遗 苹 

定理 7 ( 波 逢 村) 如 时 有 界 肝 集 六 被 人 区 因 策 驱 所 站 蕾 ， 那 
未 和 从 凌 中 可 以 玩 取 有 限 个 区 央 所 成 的 集 东 #, 也 各 六 卫 。 

统 明 ”我们 用 反 及 法 来 屋 明 。 假 设 没 有 肉 * 如 定理 所 说 , 那 末 万 
必 和 坊 抵 限 集 。 因 贿 Z 是 有 和 ,我 们 可 假设 YC[o, 0]。 车 


《一 一 一 一 ? 


忆 
则 玫 [Locj 及 bo 中 至 少 有 一 个 一 一 记 它 做 下 [ao 0 一 一 不 能 
惟有 限 集 冰 " 所 遗 章 。 若 Lo, 中 及 [Le 0 均 共 有 此 性 捍 , 斯 取 Lot bo] 
起 其 中 任何 一 个 好 了 。 上 是 人 然 的 ， 志 fau 0 仍 袁 扰 限 集 。 


现在 取 十 0 
(1 二 = 2 。 
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对 於 [av co] 和 [eu 0] 不 理 如 前 ,得 着 [as, bs]。 点 集 五 [as,79] 不 能 
俱 一 JJt* 所 遗 盖 。 将 此 手 积 和 机 和 绫 进行 ,得 : 
La, oO 二 La 0 全 Las os 二 [Los ps] 怀 PP 
点 集 
玉 [ap (4 一 1 2， 3，.……: ) 

不 能 被 吸 之 有 限 子 集 网 * 所 遗 蓝 , 荡 且 都 是 无 限 焦 。 

因 需 [ob] 之 长 大 了 5 ， 当 吨 无 限 增 大 时 接近 放 0。 所 以 所 有 
的 [aow oj 有 一 公共 点 Zu 且 

jim au 一 lim 六 ,一 2 
但 我 们 可 发 2o 必 必 於 卫 。 乱 此 目的， 我 们 首先 从 已 [aa 0 中 取 一 点 
2Z1 随和 后 在 三 [cs 0] 中 取 一 点 2 但 轴 专 zi 接着 再 在 下 Fas, 2 中 取 
一 点 zs 轴 於 2 及 zo …… 依照 过 种 取 法 ,从 三 [auz] 取 一 点 'zn 但 
取 雪 雹 取 好 的 Zi Ze, 2- 於是 得 到 王 中 的 点 烈 
1，we， 2 
因 
0n < Zr SS on 
所 以 
2Zo 一 ]1m Zn， 

息 乃 表示 2o 篇 二 的 极限 点 。 今 玉 乱 开 集 , 故 2o6 卫 。 

因 篇 志 被 效 所 吕 盖 ， 所 肪 中 中 有 了 区间 和 o6 只 克 鞭 着 zu。 但 是 
管 和 通常 大 的 时 候 ,( 圈 6) 

La DCo， 
因 之 ， 
二 [on pb C8. 

过 表示 了 [La oo] 入 风 中 一 个 了 区间 就 大 著 了 ,此 和 结果 蝎 fa 因 ] 的 取 
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Pr 


法 了 矛 后 。 了 由 是 定理 得 各 。 


加 6 

注意 “车 除 去 有 界 或 并 的 假定 , 则 定理 不 复 居 凑 。 

此 事由 下 面 的 二 个 例子 , 即 可 明 暴 。 

例如 是 自然 数 公 体 所 成 之 集 。 它 是 一 个 于 集 ( 因 W'= 0), 但 不 
是 有 界 的 。 改 

玫 =i(n 一 卫 ,a 十 二 有 (= 了 2 3 

则 只 遗 著 W。 但 是 跑 的 任何 有 限 子 集 不 能 克 昔 。 因 之 有 界 的 条 
件 是 不 可 负 揭 。 

又 召 = 人 ,于 ， 林 …… 直 盏 是 -有 界 集 ,但 是 不 是 于 的 。 取 3 
入 包含 二 的 小 区 问 ， 但 使 8?。 中 不 含有 五 的 其 他 的 点 。 发 味 短 四 
5 (= 了 2 3, …) 所 成 的 区 间 集 ， 则 跌 史 昔 也 但 是 只 中 有 限 个 8 
不 能 史 董 如。 因 之 于 的 条 件 也 是 不 可 负 的 。 

最 后 我 们 注意 于 集 的 一 个 性 袖 ， 利 用 过 个 性 质 可 以 简化 定理 7 的 
未 朋 。 

定理 8 设 太 震 开 集 ， 

Vi，Ve，23， () 
需 & 的 一 个 点 烈 。 如 果 
Jim Zn 一 %o0， 

则 zZo6 二 

事实 上 ,如 果 点 烈 (*) 包 合 无 限 个 不 同 的 点 ， 划 zw 震 三 之- 概 限 
点 。 如 果 (*) 只 含有 有 限 个 不 同 的 点 , 那 未 此 点 列 谷 革 项 以 后 , z。 就 是 
2o, 所 岂 Zo& 了 了。 
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3 3 内 及 开 集 


定义 1 对 零 一 点 zo 假如 总 中 有 一 个 区 间 〈a, 6) 含有 2zo 称 罗 
是 厂 之 一 内 点 。 此 时 
ZEC(a, 1)C 防 . 
所 以 ,五 之 六 题 必 属於 己 。 
定 闵 2 五 的 点 都 是 它 的 内 点 的 时 候 , 称 总 是 一 于 集 。 
例 
1 玉 间 《%, 2) 需 一 并 集 。 
2 实数 的 全体 所 成 之 集 篱 一 于 集 。 
3， 空 集 坟 并 集 。 
4。 于 区 间 [o, 妇 不 是 于 集 ,办 需 它 的 端点 不 是 内 点 。 
定理 _ 任意 个 需 集 的 和 集 是 一 坟 集 。 
证 明 钨 


人 = 2》GHt， 


其 中 一 切 G5 孝 是 天保 。 谢 zo ES, 旭 Ze 属於 划一 个 Geo 因 乱 G5 是 
开 集 ,所 以 有 (aw, 56) 如 下 : 
Wo 和 Co; BCGio， 


” 因 之 


okE(a 0)CS 
意 即 2 是 上 总 之 一 内 点 。 由 是 襄 中 任何 点 都 是 内 点 。 所 以 汪 是 一 天 集 。 
系 凡 焦 可 由 区 有 章 之 和 华表 示 的 必 仿 开 集 。 
定 环 2 有 限 个 叶 集 的 通 集 是 开 集 。 
证 明 设 记 _ J G， 
6 一 ] 
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其 中 Ci，0s，…，0， 都 是 开 集 。 若 了 是 伴 集 的 话 ， 卫 是 一 开 第 。 如 果 
妨 不 是 父 集 ， 证 20G, 草 0 CH (一 工 ， 2 四 mp) 。 对 检 每 一 个 1 有 
(ak Cu) 闯 丰 


20 (ax， BJC Gu。 
全 
和 一 ma 式 (aia， CC3》 oln) 1 一 min (81， 局， 机 B)， 
则 
Zooc (HA)C 卫 ， 
是 即 表 示 0 篇 有 的 内 点 。 
定理 淮 毕 。 
注意 ”无 限 个 开 集 的 通 集 未 必 是 一 并 集 。 
事实 上 , 谐 关 集 
1 工 
6 一 (一 二 ， 到) (nm 一 工 ， 4， 了 ， ) 
的 通 第 
[[ c,= (0 
儿 一 二 
不 是 开 集 。 


定义 3 避 刀 和 .8 是 两 个 点 策 。 当 BC8 时 ， 称 盖 策 8 一 已 篇 集 
马 关 民 3 的 余 集 ;让 作 
(CC 卫 ， 
特别 ,对 亦 G= (一 co 二 co) ,简称 0, 忆 坊 已 的 戏 集 , 简 和 作 
已 玉 . 
利用 依 集 的 概念 ,可 得 于 集 熏 并 集 间 的 关 傈 。 
定理 3 如 果 G 是 -并 集 , 则 其 余 集 CG 是 一 闭 集 。 
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匮 明 久 2zo6C0, 旭 G 中 必 有 隐 间 (a, 1) 包含 20: 
ZE(a CC 
愿 半 (oa, 5) 中 不 售 CG 中 之 任何 点 ,所 以 2o 不 是 CG 的 标 限 点 。 因 此 
凡 CG 的 极限 点 一 定 不 属 芯 G, 所 以 属 於 CG。 放 CCG 篱 一 拷 集 。 

定 吾 4 生 如 果 :L 定 一 财 集 , 划 CL 是 一 开 集 。 

恰 明 ”余人 集 C8 中 的 任 一 点 2 不 是 凡 的 标 限 加 。 所 以 有 了 区间 
(ap8) 包含 ze 而 不 包含 三 中 其 他 的 点 ,而 zo 本 身 岂 不 是 于 中 的 点 , 由 
是 (a, CCC 和 从 而 zo 力 乱 CC 之 一 内 点 ,所 及 CL 是 一 天 集 。 

集 4 和 舆 空 集 0 互 估 了 余 集 。 所 以 4 和 0 者 是 开 集 ,也 部 是 冻 集 。 

易 知 下 列 族 了 事 : 1) 如 果 G 需 开 集 ，GCELa, oj 时, 划 top 一 G 人 篇 
于 集 。2) 如 果 二 需 闭 集 ，TC(c 2 时 ， 旭 《co 2) 一 了 居 开 集 。 上 述 
二 事由 下 列 二 式 

[a, O 拉 一 G=[ ao COCG 
(ao, D) 一 五 王 (CD)oCE 
即 可 阴 耻 。 

不 过 ，Z 需 开 集 ， 了 Cfa, 0 时, Fo 0 一 王 不 一 定 是 天 集 。 例 如 
下 一 10, 1]，Lo, 中 =L0,2] 划 Lc,oj 一 二 =(52]。 

人 起 此 ,我 们 和 给 功 下 面 的 定义 。 

定 灸 4 设 羡 不 是 空 集 ，4=int 五 ， 2=sup 厂 ， 则 称 财 攻关 
S=fc, 0] 乱 包 合 也 的 了 芭 小 团 区 间 。 

定理 5 著 几 是 包 合 有 和 罚球 集 到 的 最 小 并 匠 间 ， 则 二 关於 六 
的 余 集 Co, 0 一 二 
是 一 财 集 . 

层 明 ” 攻 明 

CC 开 一 (0 DO 下 
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了 就 好 了 。 裔 zo ECsf， 则 
XoEfic,O xzo GE 工 . 
由 82 的 定理 6, 与 8 都 属於 瑟 。 帮 m 关 ay zo 关 5。 所 以 mm E (ai)0)。 、 
又 zo E CA 因 之 zoEkGa) CA。 所 以 
CS CCaD) ，C 
左 师 4. 了 = [cc CT 故 (0) CC C: 已 。 於 是 得 到 
CO5 下 一 (ac ， CPP 
定理 埠 蛙 。 


3 4 距 风 及 隔 雍 性 


定 闵 上 发,y 篇 直 和 线 上 的 二 点 。 数 
| Z 一 9 | 
称 坊 则 zx 仁 7 间 的 距 见 , 记 之 以 
PC2)9) 。 
显然 的 , p\z, 幼 一 P(yZ) 二 0, 且 等 式 
p(Z5) 一 0 
党 “= 一 y 而 且 只 有 管 %=% 时 成 苹 。 
定 兼 2 设 2 篇 某 一 点, 五 篇 一 非 空 的 点 策 。zo 与 五 中 的 点 的 距 
衣 之 下 夏 扎 称 篇 则 00 与 点 集 下 间 的 距离 ， 记 作 p(zo, 了 或 是 p( 刁 ,xzo)。 
用 式 子 表示 时 , 即 


pfzo 百 )=jinf fo(zoyz)) (xzE 肋 )， 。 
显然 的 ， PCXZp， 也) 一 定 存 在 , 遭 旺 一 正 数 或 日 如 孙 00 入 了 则 
p(Z0， 五 ) 一 介 . 


所 管 注 意 的 ,其 逆 未 必 和 人 篇 扶 , 例 如 20 一 则 五 一 《0， 1 ， 央 忆 (xzo， 耳 )= 一 0， 
但 zZo E 也 。 
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定义 3 认 4 和 是 两 个 点 集 。 作 4 的 点 与 忆 的 点 间 的 距 亡 的 

下 雁 鼻 , 称 需 4 与 了 间 之 距 欢 ,记忆 p(C4，P)， 荫 
p(4,B)=inf{(tozy》 (rzE4) GE 了 ). 
是 然 的 , p(C4, B 必 存在 , 且 p(4,B)=p(B,4)>0。 
如 果 4 及 号 有 共同 是, 则 
PC4, 了 ) 一 0， 

但 其 迹 不 旦 。 例 如 

4=( 一 1;0),， B=(0, 1 如 p(4,) 一 0, 但 4B=0。 

我 们 注 总 到 过 个 事 磋 : 所 谓 点 z。 与 点 集 克 的 距 骨 ,也 就 是 只 舍 一 
个 芽 ; zo 的 是 集 zo 与 另 一 点 集 到 间 的 距 欢 。 到 个 事实 颇 乱 有 用 。 

定理 坟 设 4 及 号 需 两 个 不 空 的 财 集 , 兹 县 其 中 至 少 有 一 个 是 有 
务 的 , 那 末 4 有 椒 咏 ,已 有 是 庆 合 

py 0) 一 PC 也). 
醋 明 和 从 下 区 界 的 定义 , 尘 蕉 每 一 个 自然 数 ?%， 存 在 
nd4yrE 了 
滴 合 
Pd， 肋 和 lm 一 om|<p (4 本 十 二 、 (TD) 

由 依 丽 ,4 及 也 中 至 少 有 一 个 篇 有 和 界 。 我 们 可 惟 4 篇 有 界 集 。 那 
末 《 姑 }》 是 一 有 和 册 数 烈 。 由 波 硝 条 诺 - 伐 尔 斯 胸 林 司 定理 , 其 中 有 一 收 
人 效 子 数 烈 : z，，z，，z，， . 。。。。， ， 

mm zz 一 % ， 

由 钛 4 乱 闭 第 ,所 愉 祝 E4。 

现在 我 们 来 看 ie 。 如 果 jz < 那 末 和 从 

| 二 go 十 lg 一 zs| <e+p(Cd 历 十 二 二 epC4， 肋 十 1 


知道 ys) 也 是 有 盘 数 列 。 因 此 , 蕊 必 有 如 下 的 和 收 伊 子 数 列 : 
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ps Was 0 9 ，limn V， 一 1 。 
但 妃 是 一 于 人 梨 , 所 只 太 EB。 
仿 
多 一 绾 | 一 1imlyw 一 os 一 (4 D)， 
於是 定理 证 举 。 


如 果 定 理 中 的 4 和 刀 均 非 有 界 , 划 定理 不 时 。 此 可 由 下 例 明 之 。 

琶 六 = (n) ,MK 扣 十 训 | ， 则 因 MY 一 Mr 一 0， 及 都 是 闭 集 。 
显然 , pPCW，2) =0, 然 因 和信 .=0, 所 以 不 存在 如 下 的 太 ， 央 :zcENW 
%E Mo o) 一 0。 

又 定理 中 4 盘 如 二 第 均 乱 于 的 条件 减 需 其 中 葵 有 一 个 是 闭 集 , 那 
末 定 理 就 不 成 立 。 例 如 4= [1 2)， 一 [3 5， 则 po，BD) 一 1。 

王 面 是 本 定理 的 系 。 

系 工 坑 4 熏 了 3 都 是 于 集 旧 其 中 至 少 有 一 个 是 有 上 蚤 则 人 第 。 考 
p(4, B)=0, 则 4 肯 吾 相交 。 

系 2 滴 下 是 一 不 空 的 闭 集 ，xzo 是 任意 的 一 点 , 那 末 三 中 必 有 盖 
X” 通 合 

pzo， 2 ) 一 p(zo, 下 )， 

系 38 ”如 时 点 zo 与 开 梨 下 满足 条件 p(zo, 忆 ) 一 0, 则 zo E 卫 。 

下 面 我 们 妊 引 入 一 个 重要 的 概念 ,就 是 所 请 “ 隅 离 性 ”。 不 过 事前 
漫 得 科 明 雨 个 简单 的 补助 定理 。 

衫 助 定 理 1 届 4 是 一 不 空 的 旧 集 ,dg 是 一 正 数 。 谢 3 表示 送 合 
py 4)<d 的 2 的 全 候 : 

如一 GCp(z 4)<d)， 

则 3 是 -包含 4 的 开 集 。 

证 明 显然 4CZ。 要 征 的 是 忆 篇 开 第 。 
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设 Zoo 了。 划 p(2o 4)<d, 从 而 4 中 几 有 点 2 通 合 
PC20, 2 < gf 
喷 4 一 p(zo 2*) 一 j 下 面 将 悚 (2o 一 六 2o 十 凡 ) 舍 在 刁 中 。 因 此 斑 
得 z 是 号 的 内 点 ,也 融 是 说 己 是 并 集 。 
南 (zo 一 六 zo 十 凡 ) 中 任 取 一 点 划 12 一 2o|<A。 又 因 | 2 一 和 | 一 
一 区 一 产 , 也 以 
一 me 二 lg 一 加 | 十 jz 一 or <d 一 有 = 
因此 ，p2y 和 7)<Z。 由 古 
AL2 4) 妇 d 沙 
和 从 而 963。 由 此 得 着 
(2Z0 一 岂 , 00 十 六 ) 亡 号 ， 
定 助 定理 避 汪 。 
补助 定理 2 总 .43:, 4 是 如 下 的 两 个 不 安 点 集 : 
Pi ds) 一 人 >>0. 


Bi=2Z(p(z，4)<2)，B=2(p(z，42)< 工 ) 


且 忆 : 2 一 0。 
证 明 公 如 2 Do 天 0 有 26k .61 Po 那 末 


p(2 由 ) 妈 二 ， AP(2 4 如)<< 林 、 
因此 4 有 陨 2a， 4s。 有 点 Ze 通 合 
jc| 芭 有 jz 一 oo| 妇 本， 


由 十 ， 


| za 一 Xe | < 


43 实 敬 图 | 数 座 


是 必 (4 4 )<”， 运 是 不 可 能 的 。 补 助 定理 辟 浴 。 
定理 2( 彤 检 性 ) 当 於 南 个 不 相 交 的 有 入 财 集 环 * 必 有 如 下 的 
开 华 CE，Ge: 
和 TID，05 忆 了 CaGa 一 0， 
给 明 ”由 定理 工 的 系 .1， 
pa 天) 一 7>0. 
余下 的 发明 只 要 置 
Gi=2(oGc， 7D<) (这 12)， 
应 用 请 助 定理 1 及 补助 定理 2 即行 。 

娠 便 我 们 要 提出 下 面 的 注意 : 定理 中 有 及 局 需 有 界 前 条件 如 
果 除 去 仍 不 失 定理 的 黄帝 , 此 地 不 气 加 以 仔 交 讨论 。 可 是 责 及 是 
于 的 人 条件 是 不 能 缺少 的 。 例 如 取 

4=[0,1)， 吾 =[L1,2] 
序 明 。 


8 5 有 界 开 集 及 有 界 闭 华 的 构造 


定 闽 1 设 9G 是 一 开 集 。 假 如 开 区 间 (oa,2) 完全 含 在 G 中 而 其 十 

崩 如 不 属於 和 7 印 
(ca DCGQCET DECG 

那 未 称 (o,5) 是 G 之 一 楼 成 区 间 。 

定理 工 假如 G 是 一 个 不 空 的 有 界 开 集 ， 那 末 G 的 任 一 点 必 有 属 孝 
其 休 一 梯 成 耳 间 。 

器 明 没 mwEG. 置 一-[zo+oco) .0CG。 
因 | xzo 二 oo 和 怀 CG 和 是 财 焦 ， 又 G 是 有 办 信 ,所 以 书 是 一 个 不 裤 部 
集 。 在 2 的 左面 没有 环 的 点 ,所 以 已 是 有 下 界 的 。 设 忆 的 最 左 的 同 是 
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A, 则 /Zoo 闲 moEG 帮 加 E 环 。 央 用 Zoo 夫 NA。 由 是 Zo<n 
注意 pnEG( 因 AEFCCG)， 就 舒 知道 


Fzo /CCG. 
否 草 存在 背 如 下 的 3: 
ELzo PR) ECG 
四 此 
2 EC， < 
此 和 与 A 的 定 闵 相 抵 鲁 。 


移 而 言 之 , 涯 苓 zokG 有 如 下 的 点 由 
1) HA>Xo，2) HEG 3) [zzo 有) 握 他 . 
局 柑 可 以 惟 明 有 如 下 的 点 和: 
1》 <2o 2 ECG 3) (CU 2o]C 人 G. 
自 是 得 着 G 的 一 个 构成 保 间 (1 岂 ， 它 包含 着 点 zo 定理 辟 于 。 
从 定理 1 的 避 明 ， 我 们 知道 : 凡是 不 空 的 有 界 天 集 是 从 它 的 构成 
区 间 所 构成 的 。 
定理 2 训 (A) 和 (czr) 是 开 集 CG 的 二 个 机 成 区间 ， 那 未 它们 
或 者 是 完 公 一 致 ,或 者 是 互 不 相 变 。 
证 明 假设 (CU A) 和 (cz) 有 其 同 点 ”> 则 必 
<2<H 6 毛 人 <Tz。 
若 
zz<] 
旭 rz6E(N A)， 但 融 是 不 可 能 的 , 因 乱 
(AICO 而 ECG， 
蕉 是 得 到 
有 安 了 


50 实 沟 图 数 葵 


则 理 ， 
rc 基 人 

所 以 一 HA。 

仿 此 可 得 5=X。 因此 ( A) 与 4c, r) 完全 一 和 致 。 

系 ”不 空 的 有 男 开 集 G 的 不 同 的 构成 匠 间 之 全 和 体 是 一 有 限 集 或 是 
可 列 集 〈 集 的 元 素 是 楼 成 区 间 )。 

事实 地, 如 果 我 们 对 於 每 一 个 构成 了 区间, 取 其 中 的 一 个 有 理 数 贞 之 
对 应 。 志 民 ，G 的 梯 成 卫 间 所 成 之 集 与 有 理 数 所 成 之 集 圣 等。 此 集 假 
如 不 是 有 限 , 一 定 是 可 列 的 。 

绝 合 上 进 ,得 定理 如 下 : 

定理 3 每 一 不 空 有 界 开 依 G 可 以 表示 息 有 限 个 或 可 烈 个 不 相 重 
登 的 坚 关 的 和 集 ; 每 一 个 区 间 完 公 含 在 @G 中 ,而 共 雨 端点 都 不 属於 0 即 

G 一 六 (AH )， 和 EGG，HzE Cr。 

其 道 定理 我 们 在 前 面 已 经 强 浊 : 凡 焦 可 用 于 区 间 之 和 集 表 示 的 一 
定 侠 天 集 。 

定理 生 设 和 是 一 不 空 的 有 界 开 集 ，(w, 2?) 是 一 个 含 在 G 中 的 区 
间 。 划 习 含 有 一 个 构成 区 间 (1 A) 通 合 起 〈( 0)C(CP AD)。 

证 明 亦 2zok(oo) 划 zkGoa 必 有 栅 成 区 间 (A, 上) 包 合 z, 现 
在 发明 (0 CC A) 好 了 。 


如 果 
HA< 2， 
则 AnE (ob)， 但 庆 是 不 可 能 的 , 因 需 AEG。 由 是 
< 委 /. 
同样 ， 


1 安 :0 
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因此 ， 
(a DC CA HID)s 
定理 竹 浴 。 
下 面 我 们 研究 有 界 财 集 的 构 起 。 


假设 刁 是 一 个 有 界 于 集 , 3 是 包含 五 的 最 小 于 可 闻 。 则 Csz 是 一 
开 集 。 应 用 定理 3, 得 下 面 的 定理 。 

定理 5 ”不 空 的 有 愉 闭 集 玉 , 假如 它 不 是 一 个 于 区 间 , 别 一 定 是 
一 个 开 区 间 除 去 有 限 个 或 可 列 个 不 相 重 县 的 (天 ) 耻 间 ( 其 两 端 届 於 三 ) 
所 成 。 

其 逆 显 然 炙 其 : 从 一 个 开 侣 间 除 去 一 个 区 间 集 得 硝 球 焦 。 

称 忆 xs 天 的 构成 卫 间 是 2 的 余 隔 间 。 

因 和 赵 完 全 集 是 于 焦 , 所 以 尘 放 完全 焦 可 以 应 用 定理 5 现在 我 们 发 
生 下 面 的 则 题 : 要 使 一 个 于 集成 需 完 全 焦 ， 它 的 父 殴 闻 崔 有 具有 些 什 三 
休 件 ?下 面 的 定理 回答 了 过 个 疝 题 。 

定理 6 狼 了 是 一 个 不 空 的 有 界 于 集 , &=[o, 0 是 包含 和子 的 最 
小 于 了 区间。 出 

1， 三 的 十 个 人 除 区 间 的 共 风 端点 2 是 忆 的 扳 让 点 。 

2， 如 果 凡 的 端点 4《〈 政 2) 网 时 是 也 的 一 个 余 区 间 的 端 加 ， 那 末 
它 也 是 的 孤立 点 。 

3， 除 了 1. 和 2. 中 的 孤立 点 而 外 ,三 没有 其 他 的 孤子 点 。 

证 明 1. 和 2. 的 结果 很 有 明白。 所 要 征明 的 是 3. 设 zo 是 了 的 扳 了 这 
点 。 先 假定 C<zo<2。 由 孤立 点 的 定义 ,有 了 区间 (o, 6)CFc,o 在 (a,D) 
中 除 ze 而 外 不 舍 4 的 其 他 加 。 因 了 区间 〈zo 8) 中 不 舍 2 的 点 ， 所 已 
《zu 0)JCCsE 由 定理 4 有 一 个 余 敬 间 (1 HA) 包 合 (xzo 8)。 因 和 <xzo 
表示 2 不 属於 三 , 册 假 定 了 矛盾; 也 以 2 从 (zzo CUWA) 知 太 >20 
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站 不 成 记 ， 改 必 1= 20- 冯 2 是 地 的 一 个 余 区 间 的 左 端 。 同 榜 的 可 沐 
2zo 定 7 的 东 个 除 区 间 的 右 端 。 故 得 3. 之 喜 。 当 zo=& 或 = 时 亦 可 
同 法 给 明之 。 

从 定理 6 得 着 如 下 的 定理 : 

定理 7。 不 空 的 有 界 完 圣 集 书 , 假如 它 不 是 一 个 并 区 间 , 它 一 定 是 
从 一 个 于 区 间 除 去 有 限 个 或 可 列 个 不 相 重 央 的 区 间 所 成 ， 过 种 区 间 之 
间 没 有 共同 端点 , 且 导 原来 的 闭 区 间 也 无 共同 端点 。 其 造 , 凡 从 上 进 方 
法 而 得 的 集 是 一 完全 集 。 

下 面 举 一 个 关 谎 完全 和 集 的 有 趣 兹 且 重 要 的 例子 。 

康 股 的 集 Ge 与 _P。 兰 于 区 间 忆 =[o, 1] 用 落 点 地， 夺 牙 成 三 部 
落 , 而 取 去 ( 言 ，3 )。 将 每 一 个 留 下 来 的 开 区 间 | 0 去 |，| 呈 :| 又 各 各 
等 牙 成 三 部 耸 〈 对 於 第 一 个 于 区 间 用 寺 ， 三 党 作 牙 点 ， 对 起 第 二 个 于 
董 间 用 襄 ， 全 当 作 从 点 ) ,而 各 各 取 去 中 间 的 区 间 ( 3， ?与 (， 引 o 
再 将 留 下 求 的 于 区 间 等 修成 三 部 修 而 取 去 其 中 间 的 一 个 区 间 。 将 此 手 
秆 水 次 萎 绫 ,以 至 无 限 。 

运 笠 , 征 50, 1 取 去 了 一 个 开 集 Gu。G 是 可 烈 个 区 间 的 和 俯 : 


人 [人 (是 
留 下 来 的 集 记 作 Po 由 定理 7, Po 是 一 完全 集 。 
称 Ce 及 了 需 康 肌 的 集 。 
现在 利用 三 进位 小 数 ， 来 讨论 康 股 集 的 算术 性 质 。 
用 三 进位 小 数 将 区 间 ( 工 ， 达 ) 中 的 数 表示 塌 
人 王 0，0Q1 0s 03 《ak 一 0，1，2)， 





第 二 章 ”了 眶 集 53 


区 间 ( 于， 立 ) 的 南端 各 有 十 种 表示 法 : 
亏 = ] .,。 -， - 0,12222…p。 
0 ,022222.……， 0;20000.……。 
从 [0, 本 除了 ( 云 ，2 ) ， 其 余 的 点 用 三 进位 小 数 表示 时 ， 它 的 第 
一 位 小 数 一 定 不 是 工 。 


O 他 好 / 


内 7 
因此 ,构成 Go 的 第 一 步 手 续 , 就 是 从 T 取 出 在 三 进位 小 数 改 示 中 
第 一 位 小 数 必 定 是 工 的 那些 点 而 且 只 取出 那些 黑 。 
仿 此 ,在 第 二 步 手 纺 中 所 取出 的 点 用 三 进 位 小 数 表 示 时 ,小 数 第 二 
位 的 数字 必定 是 1, 而 且 泛 样 的 点 一 定 取出 。 以 下 类 推 。 
因此 ,在 取出 Ge 饼 熏 ,所 留 下 来 的 点 ,用 三 进位 小 数 


表示 时 ,可 使 流 有 一 个 必 是 工 而 且 演 样 的 加 一 定 留 下 来 。 

简 普 之 ，G 用 是 和 从 得 种 昧 所 成 ， 它 由 三 进位 小 数 帮 示 时 不 可 能 不 
出 现 数字 1。 而 用 三 进位 小 数 表 示 中 的 点 时 , 决 很 数字 工 出 现 。 

系 ” 康 股 的 完全 集 Po 具有 雪 。。 

于 让 上 ， 

0 aaaas 5 

电 党 工 章 8$4 的 定理 8, 知 Po 的 势 是 e。 

Ge 的 一 切 端 称 抱 一 可 列 集 ， 所 已 蕉 坊 的 康 股 的 集 Po 除了 取 去 
的 区 间 的 问 么 而 外 膛 含 有 其 他 的 点 。 泛 种 “ 非 端 黑 ” 的 点 ， 用 三 进位 
小 散 


0 ， 信 1CZOCUB lz 一 和 
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玫 示 时 , 决 不 会 从 某 一 位 开始 全 是 0 或 全 是 2 。 
3 6 铸 取 点 翔 集 的 劳 


在 $5 中 我 们 得 到 , 康 肌 集 疡 的 势 是 。 现在 要 证 : 所 有 不 冬 的 
完全 集 均 有 此 性 质 。 

定理 工 凡 不 空 的 完全 华 , 其 萝 是 o 。 

建明 认 古 是 一 个 不 空 的 完全 焦 。 取 贻 2 E 卫 及 一 个 包 合 & 的 蝇 
闻 6 。 几 蕉 2 不 是 卫 的 抓 立 点 ， 所 以 训 是 一 个 无 限 集 。 

於 丰 中 取 南 个 相 黑 的 点 zo 和 2， 又 作 有 具有 下 列 旗 性 质 的 两 个 区 
阳 8u,3: 党 =-0, 革 时 ， 

toE3，2) 9C3，3) 58=0，4) mbi<i 

(8 表示 区 间 $》 的 包 , 和 8 表示 8 的 长 )。 

因 乱 ze 是 二 的 标 限 踏 ， 所 以 在 0 中 有 角 数 个 阳 属 於 尼 。 蕉 其 中 
取 演 样 的 相 黑 两 点 zo。 和 zo 1! 。 又 作 如 下 的 区 间 8。 和 1 : 
1 一 0,1 时 ， 


1) Xoxz CGOo， 天 2 ) 00xC 80， 3 ) 80o8o 1 一 0， 4) mr<< 训 、 


对 礁 点 2 我 们 施行 同样 的 手 绪 。 如 是 得 着 如 下 的 是 co xz 8 一 0 1) 
和 本 间 9: 
1)2ixzEA0 和 5 2)0C6 
3 囊 0( GDDs 人 1 )， 多 mios< 瑟 。 
得 种 于 熏 激 先进 行 ,至 多 次 我 们 得 着 如 下 的 点 
2 018 于 2) 
和 了 区间 9， … 


1) 化 让》 ”》 训 和 E 也， 9i ， ia “1 2) 9 ， 人 ”人 CO fo-17 
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es 


3) 3 ro 一 0 ( 总 (人 让， 
和) 
因 夫 每 一 个 点 Zi to 是 大 的 标 限 点 ， 所 以 在 二 09 
中 可 以 取 雨 个 相 届 的 味 
Zi 0 0 和 人 人 1 
叉 可 已 作 如 下 的 十 个 可 凑 : 
8 和 
党 ?+ 一 0,1 时 
开 ) 兴 t  HTC So 
2 ) 
3 1) 8 go 0 ， io 0 
4) 28t， < 
我 们 禽 过 福子 粮 尘 於 所 有 的 目 伏 数 % 均 已 龙 行 。 巩 是 旬 庆 每 一 
无 限 数列 
(21， 轨 2，213， ) LUzz 一 0， ] ) 
我 们 有 一 个 点 


2 


it 
与 之 圣 几 。 而 过 个 是 乃 是 一 列 用 坚 间 的 通 集 
中 惟一 的 一 加 。 
容 狂 看 到 , 乓 个 不 同 的 数列 
六 和 
对 座 认 不 同 的 雨 昧 2it it 和 2 人 、 因 答 假如 2% 是 
请 足 加 和 各 的 旗 馈 的 最 小 数 , 那 未 


。 。 ， 1 。 ，， 
说 一 71 妇 一 72) 2 一 一 228 一 1) io- 产 ?a， 
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曾 帅 琅 取 出 
0， ， 9 到， 人， ， 0 
不 会 相 获 , 征 而 
24 1， 1 2 和 证， 和 
于 
8S= {2i yy )》 ， 
划 田 种 工 草 4 之 定理 8, 知 
必 一 o 
但 是 >"C 忆 ,所 以 
忆 >e. 
另 一 方面 
P<o. 


因此 了 = 定理 必 蛙 。 

现在 我 们 要 将 所 得 的 车 果 用 到 任意 的 闭 集 上 去 。 乱 此 目的 我 们 先 
诅 人 “ 族 聚 是 ”的 概念 。 

定义 ”假如 每 一 个 包含 昧 2o 的 区 闻 〈c, 六) 一 定 也 包含 互 中 不 可 
歼 的 扰 限 个 蒜 , 划 2o 称 篇 也 的 证 聚 风 。 

显然 , 标 集 的 凝聚 点 是 和 的 标 限 竹 i 

定理 2 如 果 五 的 点 都 不 是 万 的 凝聚 加 ， 则 瑟 于 多 是 可 列 焦 。 

证 明 假如 雨 端 , 忆 都 是 有 理 数 的 区 间 (7， 忆 ) 中 至 多 含有 五 的 
可 列 眉 业 的 应 , 称 过 种 区 间 (7， 允 ) 是 “正规 ”的 。 “正规 ”区 间 的 全 体 
题 然 至 多 是 可 列 的 , 因 和 坊 根 本 只 存在 可 列 个 的 有 理 数 数 对 (>， 忆 )。 

我 们 将 征明 ， 马 中 每 一 点 〈 党 然 假 定 五 不 是 空 集 ) 必定 含 在 某 一 
个 “正规 ”区 冰 中 。 事实 上 , 设 zE 五 。 因 z 不 是 歼 的 凝聚 点 , 必 有 区 并 
(xc, 轧 食 有 点 z 而 王 在 CC,，2) 中 的 部 分 至 多 成 一 可 列 集 。 现 在 取 如 下 
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的 有 理 数 了, 已 ; 
0<Y<2< 开 一 5， 
旭 (r， 矿 ) 乃 是 含有 z 的 “正规 ”区 闻 。 换 荐 之 , 轨 锥 vE 忆 ,有 正规 
虽 半 含有 z。 
屋 “ 正 规 区 岗 的 全 山 是 
3 ，83，8。 
出 


万 = > 万 8 
/一 1] 


其 中 每 一 个 被 加 集 圣 多 是 一 可 列 集 ,所 以 瑟 至 多 是 一 可 列 集 。 

系 上 假如 五 不 是 可 列 集 , 划 至 少 有 一 个 瑟 的 凝聚 点 属於 卫 。 

仿 将 此 结果 骨 波 尔 和 所 详 - 伐 尔 斯 腕 劳 司 定理 来 对 照 一 下 : 波 秤 采 
将 - 伐 俩 斯 腹 秒 司 定理 是 对 礁 一 切 扰 限 集 而 言 , 而 此 类 果 只 半 於 不 可 型 
的 集 而 车 。 不 这 在 此 地 , 兹 不 需要 五 是 有 界 , 其 烙 果 不 但 得 到 凝聚 点 之 
存在 ,站 且 知 道 互 中 必 有 它 的 凝聚 点 。 

系 4 蔽 五 是 一 点 集 , 忆 是 五 的 凝聚 点 的 全 位 , 则 妃 一 已 至 多 是 
一 可 列 集 。 

事实 上 ，, 五 一 忆 没有 五 的 凝聚 点 ， 所 以 更 加 没有 卫 一 忆 的 凝聚 

系 引 裔 卫 是 一 不 可 列 的 皮 集 , 已 是 互 的 所 有 凝聚 点 的 全 体 , 那 
末 五 已 是 一 不 可 列 的 第 。 

事 叶 上 上 ,五 忆 一 五 一 ( 且 一 疡 )， 故 由 第 工 章 $ 3 之 定理 10， 知 召 忆 是 
一 不 可 齐集 。 

系 3 守 际 上 包含 系 1。 

定理 3 起 集 卫 是 不 可 列 的 集 。 则 万 的 所 有 族 聚 周 的 全 体 尸 成 
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一 和 宛 公 集 。 

险 明 ” 先 愉 二 是 闭 集 。 避 z 是 也 的 任 一 标 限 点 , 任 取 含 有 ze 的 
区 间 《2)， 其 中 至 少 舍 有 二 的 一 个 点 z。z 是 已 的 疑 聚 点 ， 所 以 
《2 20) 中 含有 羡 的 不 可 列 个 的 点 。 就 是 襄 ， 包 含 ze 揭 任 何 区 间 (CD) 
中 含有 妃 的 不 可 烈 个 的 点 ,从 而 mo 目 己 也 是 疙 的 凝聚 点 ， 序 2 6 了 。 
所 以 人 是 一 表 集 。 

芒 次 苹 明 4 无 孤立 点。 设 7Zo6 忆 (Ga 2) 是 包含 2 的 区 天 ， 划 
久 = 卫 0) 是 不 可 烈 的 集 。 由 定理 2 之 系 3, Q 含有 不 可 列 个 人 的 凝 
聚 点 。 央 4C 允 ,所 以 久 的 凝聚 点 也 是 娓 的 凝聚 点 ， 因此 台中 〈 也 可 以 
说 在 (4, 02) 中) 必 会 有 不 可 列 个 上 的 点 。 所 已 合 有 ze 的 任何 区 闻 合 
有 不 可 列 个 上 的 点 。 是 必 Zo6 己 。 定 理 证 办 。 

定理 4 每 一 个 不 可 列 的 于 集 玉 可 以 写 成 

-五 = 卫 十 也 ， 
法 中 上 般 完 全 集 , 刀 至 多 是 一 可 型 集 。 

误 明 事实 上 ,假使 二 表示 了 的 所 有 疑 聚 点 ， 则 PC 下 ， 而 也 = 
一 丰 一己 至 多 是 一 可 列 集 。 

系 不 可 列 的 于 集 , 其 势 是 e。 
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1。 车 拨 ”) 是 在 即 区 摘 [a, 妇 上 所 定 闵 的 连 妹 画 数 , 则 尘 蕉 任何 实 败 o 满足 1(z)Z6 
的 > 双 体 成 一 孙 集 。 
每 一 咎 闭 集 是 可 列 体 天 焦 的 通 集 。 
城 二 广 隔 见 性 定理 公 丘 界 于 集 。 
用 十 进位 小 数 表 示 于 芭 较 10，14 中 的 数 时 ， 其 用 不 壮 数 学 7 的 一 切 数 成 一 完全 集 。 
将 点 集 10，1] 表示 和 坊 “( 违 秆 点 集 的 霓 ) 个 扰 共 同 点 的 完全 集 的 利 集 。 
姓 明 L0， 纪 中 无 理 数 的 全 杂 不 可 能 表示 篇 可 列 个 涛 集 的 和 集 。 


Do 
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7， 起 在 [0,，1J 上 上 定义 一 个 画 数 , 它 在 任 一 有 理 点 需 不 连 镇 ,但 在 任 一 钨 理 点 矢 过 杆 。 

8. 钙 明 在 160, 1] 尘 不 可 能 定 闵 一 个 如 下 的 函数 , 它 在 每 一 个 有 理 点 禹 过 悉 肌 厅 每 一 
众 扰 理 点 篇 不 圳 入。 

9. 如 果 7z)(asszss6) 只有 下 面 的 性 里 : 对 於 任意 的 o， GCCz) 关 co) 伍 EC1Cz)< 委 co) 
常人 乱 闭 集 , 则 八 z) 是 一 志 炉 西数 。 

]0. 假如 点 集 丈 定 区 于 和 焦 六 所 让 盖 , 则 妓 中 有 可 列 部 今 焦 妈 !” 序 可 滤 善 妃 。 

11， 证明 任 们 点 集 的 内 点 的 全 姐 成 一 开 集 。 
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$ 工 有 和 芥 开 集 的 测度 P 


在 袜 酸 数 画 数 给 中 点 集 的 测度 概念 很 是 重要 。 它 是 穆 段 的 长 ， 县 
方形 的 而 积 ， 及 及 平行 六 面体 的 体积 党 等 运 秆 概念 的 扩充 。 本 章 伐 述 
吉 员 格 的 绿 性 测度 ,但 是 仅 融 名 性 有 界 集 而 言 。 

由 於 玉 集 具 有 标 简 香 的 构 和 ,所 已 我们 从 天 集 膨 起。 

定 太 革 区间 《o% 2) 的 测度 , 怠 是 它 的 长 2 一 4。 记 纹 

9 CD) 一 六 一 0i 
矣 然 的 ， 和 ua 0)>0。 

祖 助 定理 1 如 果 区 间 人 中 含有 有 限 个 不 祖 重 登 的 汞 间 50 82 …， 

5， 划 j 
Is< 和 < 人. 
此 一 上 
器 明 设 

人 一 (4 也)，3 一 (qry pp) (8 一 1 2,%)。 天 

我 们 不 妨 假设 检 
Q1<0e< 03<…<<0r- 
从 而 
OF<S05+1 (8 一 1 2… 儿 一 )， 
志 是 内 嘎 2 熏 girl 不 相 重 各 之 发。 所 以 
久 一 《 瑟 一 0 二 《da 一 0 村 二 《dz 一 0 十 (0 一 攻 ) 


(60 ) 


第 三 章 ” 可 淹 集 61 


是 一 正 数 或 是 0 "因此 , 徐 


入 
人 一 》 人 3 十 人 
太 盖 二 


得 着 补助 定理 的 伍 明 。 
聂 如 果 区 间 人 中 含有 可 列 个 不 相 重 登 的 区 间 8 (= 1 2 .…, 则 


2 7I08j<SI0 人. 
上 一] 


[对 蕉 正 项 发 散 琢 数 若 记 其 和 人 需 + co, 则 凡 正 项 毅 数 必 有 和 。 正 项 
级 数 > w 满足 2 <C 时 , 它 是 收 化 家 数 ]。 
4 一 


太一 1 


定 蒿 2 设 G 是 不 室 的 有 界 开 集 , 则 其 一 切 构 成 区 间 之 长 的 和 称 
估 G 的 测度 。 邹 


9G 一 708 


[记号 之 om 表示 > 人 2 和 或 2 和 3， 秽 集 { 和 和 起 有 限 或 可 列 而 
此 上 一 工 开 一 二 


定 ]。 
由 上 面 所 述 的 系 , 知 
< 十 oo. 
如 果 集 G 是 空 集 , 草 定 
MG 一 0. 
所 孔 ，G 是 一 因 集 的 话 , 草 加 G>>0。 
假如 个 是 一 包 合 天 集 G 的 区 间 , 划 
ICT< 0 和 人. 
例 〈 康 腹 的 开 集 Go) 康 觅 的 因 集 Co 是 经 过 一 系 烈 的 步 卫 而 得 
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的 。 第 一 步 是 取 一 个 长 需 寺 的 区 间 ( -一 ， 宇 )。 第 二 步 是 加 上 雨 个 加 
间 : ( 工 ， 生 ) 及 ( 了 ，& }， 每 一 区 间 之 长 是 工 。 第 三 步 是 添加 四 个 区 
间 ， 每 原 间 之 长 是 元 。 依 此 类 推 。 

故 得 

人 Go 一 二 十 二 十 总 十 … 一 1 

定理 1 ” 设 9., G* 是 两 个 有 界 开 集 。 若 GtcG>， 则 

OCT SI0CTo. 

促 明 疫 5G=-123…) 及 AiG=D23…) 牙 别 是 G 及 G。 
的 楼 成 天 间 。 

由 第 二 章 $ 5 之 定理 4 每 一 个 区 间 2 必定 含 在 某 一 个 (号 只 有 
一 个) 区 间作, 之 中 。 把 一 间 集 { 人 8 划 众 册 如 下 的 子 集 4 4 ds : 
当 5 CA 时 , 称 ) 在 4 之 中 。 由 二 重 航 数 的 性 质 , 得 

mc 一 mi= 了 人 ( 入 73， 小 
1 1 5E4i 
由 补助 定理 1 之 系 ， 


六 SiS 人 Ab 
5 和 4 


由 是 ， 
MOm<C 0 人 ,一 9202. 
X 


系 ， 有 界 开 集 G 的 测度 是 一 切 可 能 包含 & 的 有 界 员 集 的 测度 的 
下 玖 界 。 

定理 2 ” 若 有 界 天 和 集 G 是 有 限 个 或 可 烈 个 不 相 重 玲 的 开 集 Ge 的 
和 人 和 俊 : 


G= yG- (GGr =0，1 二 1 
及 
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MG 一 MG. 
1 


过 个 性 质 称 需 完 全 可 加 性 , 即 开 第 的 测度 具有 完全 可 加 性 。 

疆 明 设 8920=1 2 3…) 是 的 构成 区 间 ，, 划 每 一 个 89%” 也 
是 G 的 构成 芒 间 。 实 际 上 ，592CG。 所 要 避 的 是 8” 之 两 端 都 不 属 
认 G。 假 如 ?9 的 右 端 4 属於 G, 旭 必 属 讼 某 一 个 Go (〈 题 然 的 ,KEAC ， 
因 需 /不 属於 Gl)。 然 而 Gx* 是 一 开 集 ,/ 必 属於 它 的 一 个 构成 区 间 之 
中 。 发 

HAE89 

了 媚 8o 和 与 3% ”有 区 同 点 , 演 是 熏 作 Go =0 相 衙 突 的 。 同 样 ，58… 的 
左 端 也 不 属於 G。 

由 是 ,一 切 8 都 是 G 的 构成 区 间 。 另 一 方面 , G 中 任 一 点 必 属 放 
一 个 5 竺 "。 才 些 和 十 十 相遇。 所 以 集 

1842 ?| (7 一 1 2 克 一 1 2… ) 

的 确 是 G 的 构成 区 间 的 全 部 。 

因此 ,从 

mG= 2m 3 一 人 Zmi9)= Ga， 
4 天 下 、 上 


如 果 G= 之 Gxr 中 族 裕 加 集 不 是 两 雨 不 相 亦 ， 那 末 千 果 要 略 加 更 
动 。 首 先 避 明 雨 个 预备 定理 : 
补助 定理 2 ”假如 [也 ，Q] 被 有 限 个 区 间 所 成 之 集 妃 = 人 胃 )j 
所 和 遗 盖 , 基 
Q- 忆 < 之 人 CA 
瑟 
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证 明 ”我 们 从 总 依 下 面 的 手 敌 焉 取 一 个 部 分 集 五 * 首先 从 羡 取 
一 个 包含 二 的 王 间 《Ma Ap: 
N1< <hNa 
(这 种 区 闻 至 少 存 在 一 个 )。 如 果 ha > 4 则 区 间 〈Xa， Ma) 即 塌 所 要 
的 忌 *。 
如 果 ssQ, 旭 因 mkELP 从 已 中 取 一 个 包 合 Ha 的 区间 
(ja，ja): 
Ms<<CH<< Ap. 
如 果 mm>Q, 旭 (Mu Ma) 和 (Me ma) 组 成 五 *, 而 手续 区 了 。 
如 果 ms, 划 因 mkE[LP 9 和 从 均 中 取 一 个 包 合 ms 的 区 间 
(Ms，j1s): 
Ms<1No?<As. 
如 果 m>Q, 则 手 入 完 果 。 如 果 /ssQ&， 则 我 们 可 以 再 糙 炉 进行 同 
样 的 手 夭 。 
但 已 是 一 个 有 限 匠 间 集 , 而 我 个 进行 上 述 手 和 纺 时 ,每 灵 取 出 的 区 闻 
必 生 已 经 取出 的 不 同 , 因 篇 它 人 的 右 端 通 合 於 
ja< HHs< 
的 绿 故 。 所 马 吉 种 手 逢 不 能 无 限制 的 进行 ,最 后 必 有 杂居 Q 的 右 方 。 
设 jn> 信 ， 
而 pv-i<4, 划 我 们 的 手 入 至 第 ” 回 而 告终 正 。 
2 个 的 鼠 半 
(AD Hi) (Me Ms) (No jn ) 
租 成 丰 由 上 述 的 取 法 ， 
Ak+T < 人 【8 一 1 2…… 多 一 1). 
所 以 
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忽 入 一 荆 
人 (pr 一 > >， (CAxri 一 人) 十 (一 和 一 jn 一 和 
8 一 芋 有 一 下 
双 因 
An 一 和 之 驴 一 忆 ， 
所 以 
Q- 忆 < 二 (ur 一 2 
必 一] 
由 是 
Q-P< 之 (uk 一 六 
五 
补助 定理 上 溢 区 间 人 是 有 限 个 或 可 列 个 开 集 Gx 的 和 集 : 
人 一 2 Gz， 
帮 
出 
mA< 人》 MG 
帮 


礁 明 疏 人 =(4, 2)。 又 起 Gx 的 构成 区 间 是 382 (1 一 1,2，……)。 


贞 0<s< 一 末 乞 ， 旭 A 含 有 [4 十 s，B 一 习 。 此 于 区 天 [4 二 se， 也 一 可 


被 区 闻 集 6 G 定 开 2 一 2 ) 所 各 盖 。 朵 用 第 二 章 $ 2 中 
的 故 雷 耳 定 理 , 存 在 有 限 个 区 册 

Ga) (8 一 工 ,2 0) 
遮 瘟 [L4+Ts, 号 一 引 中 一 切 点 。 因 此 , 由 补助 定理 2， 





和 
了 3 一 4 一 25<< > mpg. 


5 一 工 


所 以 
也 一 4 一 28 < mm 名 一 >》 (之 ma ) 一 作 MGh。 
汪 ， 有 2 


66 时 忱 本 数 芥 


但 * 在 一 任意 的 正 数 , 故 得 
已 一 4< 270G). 
帮 


定理 3 ”如果 有 界 开 焦 G 是 有 限 个 或 可 刻 个 时 集 Gx 的 和 集 


G 一 Gu 
此 
草 
MG<S >》27000 
天 
裔 明 设 人 ,4=12…) 是 4G 的 楼 成 件 央 ,其 
MG 一 MA 人 
伍 
和 人 ji= 和 A 人 ;> G = Z(A， Ch) 
太 此 
由 补助 定理 3， 
mm 人 人 ; 魏 之 IAA; GD)， 
万 
因此 
mG<2| 之 mA |- 2| > m(A,GN| () 
多 帮 有 LA 
另 一 方面 ， 


CT 一 Gil 之 人 之 (人 AiGb) 


由 於 〈 注 意 : 过 是 要 点 1) 上 式 右 方 之 任何 雨 项 篇 不 相交 ,( 因 入 党 
ii 时 人 ,人 A:=0)， 所 马 从 定理 2 得 背 
之 0 人 ;GT ) 一 01o 人 ) 


比较 人 *) 和 (六 ) 部 得 所 要 的 结果 。 
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3 2 有 和 财 焦 的 测度 


设 是 一 不 空 的 有 界 闭 焦 ，8 是 包含 了 的 最 小 于 区 闻 ， 旭 C 寺 
(由 第 二 章 $ 3 定理 5) 是 一 有 界 开 集 , 所 以 它 有 一 定 的 测度 包 LC: 
各 在 人 本 十 和 有 全 人 全 全 度 。 

定义 1 讽 了 是 一 不 空 的 有 界 闭 集 ，= [4 2] 是 包含 了 的 节 
小 于 区 间 , 划 定 五 的 测度 

证 厂 一 一 4 一 IELC |] 

当世 空 的 财 焦 ,其 副 度 已 径 有 了 意 闹 , 因 篇 衬 焦 同上 时 也 是 开 集 ， 它 
的 测度 我 们 已 定 作 0。 不 空 的 有 务 闭 集 不 能 网 时 是 一 天 集 , 所 以 不 忱 定 
猴 又 出 又 财 的 集 的 测度 。 

我 们 考 窦 下面 磷 个 例子 。 

I， 了 下 =[a,0。 此 时 8S=[a,0 所 CR 天 =0 故 

和 [ao 一 一 9， 

即 : 寻 一 间 的 测度 等 评 其 长 。 

2，、 二 起 有 限 个 不 相交 的 于 一 问 的 和 集 

下 一 [Lo pl] 十 [wo 0 ] 十 … 十 [ap 
假设 运 些 财 坚 疝 的 区 厅 已 经 安排 好 ,使 得 
Di<C<ar+i (8 一 1 2 多 一 工 )， 
则 
心 一 LaiodjC 一 (2 ce) 十 (oo03 十 … 十 (01 Co)， 
因 上 天 ， 


多 一 上 所 
02 有 一 0 一 & 和 一 > (CQCp+i 一 入 ) 一 了 ( 包 一 Qr )。 
厂 一 1] 下 二 了 


过 就 是 说 : 对 有 上限 个 不 相交 的 有 区间 的 和 集 而 言 ， 它 的 测度 等 长 着 些 
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闭 芭 关 的 测度 的 和 。 

3 设 了 上 = 上 o(〈 康 股 的 完全 集 )， 则 &=[L0，1] CC =Go。 有 由 是 ， 

20 一 1 一 工 =0. 

所 以 康 腊 的 完全 集 P。 的 测度 等 於 0。 所 宜 留 意 的 是 : Po 的 势 是 “。 朋 
赚 看 来 , 势 需 。 的 集 , 其 测度 可 能 等 谎 0。 

定理 1 有 和 罚 开 集 友 的 测度 次 不 是 负数 。 

旺 明 利用 定义 1 CAC(C4 3)。 由 8$ 1 的 定理 1 

IC DJ< Cd)= 卫 一 4， 

故 020 了 0. 

补助 定理 惟 卫 是 含 在 区 间 人 中 的 有 界 开 集 , 则 

90 有 一 2 人 一 和 [CC 下] 

让 明 CAZ 是 一 因 集 ， 所 已 补助 定理 是 有 意 闵 的 。 今 届 人 :== 

(4, 有 )， 又 发 包 合 过 的 最 小 于 区 间 是 S=[o, 妇 (图 8)。 


易 知 
CO 一 OO 
上 式 中 右 刘 雨 个 开 集 是 不 相交 的 。 根 所 〈$ 1 定理 2 所 设 的 ) 测 
度 的 可 加 性 ,就 有 
2 [CA = [1LC TO 
关 CA =(4 oa) 二 (Co 故 
me [G.S]= (一 4) 十 (了 一 轨 ， 
久 此 ， 
Ma ECaE 一 (五 一 4 一 (一 ) 十 人 [CC 克 ]， 
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由 此 可 得 斯 要 改 的 车 果 。 
定理 2 设 os。 是 两 个 脐 亲 集 。 如 果 ZiCAs 则 
IT<< 2. 
全 明 ” 准 人 是 包 合 Zs。 的 一 个 茧 间 , 划 不 准 人 相信 
CO 8 一人， 
因此 
mm LO 之 人 LC、 
再 应 用 上 述 之 补助 定理 即 得 。 
系 ” 有 界 于 集 邓 的 测度 是 三 所 能 含有 的 闭 集 的 测度 的 上 礁 界 。 
定理 3 ”发 刀 是 一 闭 集 ，G 是 含有 互 的 有 界 开 集 , 则 
0 < 0G. 
证 明 ” 认 和 是 包含 6G 的 一 个 区 间 , 则 
人 一 GO ， 
田 $ 1 定理 3, 得 
AR 
再 用 补助 定理 1 郎 得 mm 忆 委 mmG。 
定理 4 有 春天 集 G 的 测度 是 G 所 能 食 有 的 并 集 的 测度 的 上 礁 界 ， 
如 明 由 定理 3, 我 们 已 知 G 所 能 含有 的 于 集 卫 ,其 测度 mmF<mG。 
现在 只 要 改 明 地 的 测度 可 以 任意 接近 其 mmG。 
设 G 之 楼 成 匠 关 是 〈12， 朱 ) (4=1 2 )， 草 
0 人 一方 ( 扑 一 ])、 
” 肖 攻 任 意 前 正 数 8 取 汪 充 修 大 ,使 下 式 成 立 : 


逢 
之 (入 一 ia) 盖 mG 一 二 
太一 小 


然后 多 放 每 一 个 人 KE 一 1 2 四 9 )， 作 娩 下 的 于 区 间 [ar |: 


70 实 构 本 数 洽 


E 
[La p CC 1 )， L |a | > ?1 和， 1 ) 一 5 人 
( 取 7 通 合 0 到 77 << min [ee 全 2 二 |， 而 得 此 ), 一 和 二 71B 二 氏 一 项 
加 行 )。 训 
和 2 


4o 一 六 La 0 


太一 工 


则 2o 是 合 在 G 中 的 一 个 闭 集 , 它 的 测度 
M0 一 >(0 一 ai)> > (后 一 )) 一 三 mG 一 8 
太一 二 此 一 工 


因 * 是 一 任意 的 正 数 , 所 以 定理 发 汪 。 

定理 9 有 务 于 集 天 的 测度 是 包 合 三 的 有 昼 天 焦 的 测度 的 下 俊 界 ， 

证 明 如 同 前 定理 一 柑 ， 只 要 屋 明 : 包 合 的 有 和 独 天 集 的 测度 可 
蕊 任意 的 接近 於 双 AZ 好 了 。 

取 一 个 包含 习 的 区 间 人 和。 闭 南 任 一 正 数 。 由 定理 4 有 了 闲 集 更 六 足 

五 己 CC 下 ，M0 廿 站 CO] 一 
重 
Go 一 C 5. 
由 G。 是 包 舍 地 的 员 集 ,北上 且 
0 人 00 一作 八 一 说 贡 < 放 人 一 MO = 各 用 十 有 

因此 定理 菩 尘 。 

定理 6 激 有 务 闭 集 2 是 有 限 个 不 相 葡 的 财 集 的 和 集 : 

FF- FF (PT 三 内 
1 一 1 

划 


入 
9 一 六 MI0 厂 
大 一 1 
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器 明 ”本 定理 对 = 时 来 溃 明 就 行 了 。 改 


大 一 了 1 十 Ca 一 0)， 
对 南 任 一 正 数 8 根 扩 定理 5， 取 如 下 的 雨 个 有 务 开 集 C1 G2: 
GiFe mmGi 妈 mi 十 人 G 一 12)， 

今 置 G 一 G1 十 Co， 


则 G 是 一 个 包含 二 的 有 界 开 集 , 巧 且 旺 然 的 ， 
ICG<CG 十 总 G< 和 有 十 说 有 十 芭 
由 葵 s 是 任意 的 , 故 竺 
02 < MT 十 Ia (+ ) 
另 一 方面 ,由 放 隔 区 性 定理 ,存在 着 如 下 的 开 集 玉 ，B2: 
Pi 二 12)， DiD2=0. 
又 对 於 任意 的 正 数 。 可取 一 个 如 下 的 有 界 开 集 G: 
GBF< 十 有 
两 个 有 分 央 焦 户 G 和 BoG 是 没有 共同 点 的 ， 兹 且 人 别 包含 着 瑟 
和 4。 因此 
911 十 2 aa<R0C BIG) 十 MD) 一作 [BIG 二 了 GT]. 
(还 地 我 信用 到 天 集 的 测度 的 可 加 性 )。 因 有 9G+DGCG 故 
0 十 Mo< MG< 人 十 8， 
但 是 任意 的 ,所 以 
2 十 oa<<0 大 ， (8 ) 
由 人) 惧 ( 一 得 兰 
4 了 一 ?天 1 十 9 


3$ 3 有 旭 集 的 内 测度 与 外 测度 
定式 1 ”有 界 集 召 的 外 测度 m* 召 是 所 有 包含 召 的 有 界 开 集 的 
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测度 的 下 俱 分 ,， 即 


一人 CC 
示 末 晤 然 的 ,一 切 有 务 集 如 都 有 外 测度 2 ”五 : 
0< + 用 < 十 oo. 
定 闵 2 有 界 集 马 的 内 测度 ”sx 已 是 所 有 合 在 恕 中 的 闭 集 的 测 
度 的 上 聊 界 , 郎 
2: 盏 王 S0p {22 厂 }. 
瓦 已 古 
那 示 显然 的 ,一 切 有 界 集 忌 都 有 内 测度 : 
0<<m ,六 < 十 co， 
定理 1 假如 G 是 一 有 界 开 和 集 , 划 
92+# 人 一 人 一 ?人 
本 定理 由 $ 1 定理 1 的 系 肥 8 2 定理 4 序 明 。 
定理 2 假如 是 一 有 界 闭 集 , 划 
13#+ 有 一 7 一族 开 . 
本 定理 由 $ 2 定理 2 的 系 及 定理 5 序 明 。 
定理 3 对 於 所 有 的 有 界 集 刀 ， 
00y 玉 < IIx 万 . 
收 明 ” 雹 9 是 包含 五 的 有 和 界 中 集 , 是 含 在 互 中 的 开 集 , 草 FCG。 
由 $ 2 中 定理 3 知 m <mGC。 因 此 


MI 了 二 0. 
上 去 对 堆 一 切 包含 互 的 有 界 开 集 G 都 成 立 , 故 得 
xy 有 五 妇 和 * 万 ， 


定理 和 假如 有 界 集 五 含有 4, 则 
yd<x， 3 4<<7M0y*. 
外 明 ”上面 丙 个 不 等 式 的 屋 明 相 咎 。 我 们 只 要 攻 明 第 一 式 朗 行 。 
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ee | 


没 驴 是 4 的 所 有 部 分 于 第 的 测度 所 租 成 之 第 , 工 是 至 的 所 有 部 分 于 第 
的 测度 所 和 组 抱 之 集 , 则 
Ms 4 一 SUp 癌 ， mx 号 一 Sup 工 . 
人 役 了 是 4 的 任 一 部 分 翔 梨 ,有 鳌 同 时 是 8 的 部 分 于 集 ,因此 
心 扎 工 ， 
第 而 sup 和 sup 上 是 即 mx4smv DB。 
定理 5 假如 有 和 界 集 达 是 有 限 个 或 可 列 个 策 xs 的 和 第 


万 =- > 卫 ,， 
帮 


那 末 
1 下 魏 人》 1 
此 


权 明 假如 人 m* 机 是 一 发 散 级 数 , 则 定理 自 其 。 今 栅 极 数 
大 


>, mi* 防 是 收 敏 的 。 对 认 任 意 的 正 数 s, 作 如 下 的 有 界 开 策 Gx: 


G 一 卫 ， mmGr <7ls 古 十 -有 (1 一 1.2.3,….)， 

发 人 是 包含 巴 的 区 间 , 则 BC 和 A > Gx。 因 此 由 8 工 定理 3， 
矿 
mi“ 盏 Sm 人 之 Gr | 一 ?7 之 AGr |< 之 mAGDs MG 
秦 矿 此 大 
<< 和， 0 了 5 十 8， 
下 
因 s 是 任意 的 正 数 , 故 由 上 式 得 着 所 要 的 精 果 mp* 媚 < 2 me*Bxr 。 
乒 


定理 6 假如 有 界 集 妃 是 有 限 个 或 可 列 个 不 相 重 达 的 集 太 的 和 和 集 : 
百 = >》 囊 (一 0 下 尖 8 ， 
帮 


74 则 笑 区 数 请 


Ilx 总 达 2》I10y 盏 |,. 
5 


订 明 ”首先 考察 ”个 集 丽 ， 囊 …, 囊 。 对 专任 意 的 正 数 。 有 如 
下 的 用 集 .4 
有 CC 万 )， mr > My 珈 一 全 (下 = 1 2 人)， 


今 二 个 集 九 , s…， 及 ,之 间 雨 两 不 相交 ,其 和 集 六 画 , 是 一 闭 集 。 
六 一] 
由 $ 2 的 定理 6, 得 
Jrx 已 >9 | 之 已 |= 之 > 这 70rx 囊 :一 8 
一 上 8 一 六 一 外 


和 yx 厂 < 0x 厂 ， 


过 檬 ， 本 定理 圣 於 五 是 有 限 个 集 的 积 集 时 已 成 立 。 假 如 允 是 可 
烈 个 集 的 和 集 时 ， 划 因 上 式 对 於 所 有 的 呈 篇 中， 所 以 》 my 五 是 一 收 
化 般 数 ,站 上 且 


己 忆 


力 92x 奋 ,<c0x 可 


如 果 将 也 Zoo…… 雨 十 不 相 重 登 的 条件 除去 ， 则 定理 不 复 成 立 。 
例如 
玉 1 王 0, 1 ， as 王 [0 1， 五 一 万 1 十 五 。， 
则 和 :五 =1, 而 人 名 x 孟 1 十 ?2x* 一 2。 
定理 7/ 设 忆 是 一 有 界 集 ,人 是 包含 五 的 区 闻 , 划 
Ji 十 MELC 五 ]= 和 和 人， 
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眶 明 。 尘 共 任 一 正 数 。， 取 并 集 王 使 
FCC ms[C 一. 
酸 G= CPP, 则 G 是 包含 百 的 有 界 开 集 。 利 用 $ 2 的 补助 定理 ， 


IT 帮 委 11 人 一 人 人 一 人 下 < 天 人 人 一 和 [五 | 十 3 
因 是 任意 的 ,所 以 
0 五 十 s [CA 委 和 人 ， 
下 面 我 们 苹 明 上 式 相 反 的 不 等 式 : 
Is 万 十 mx[C 殉 > 思 人。 够 
取 s>0, 作 有 神 开 集 Go, 使 
Go 定 , mGb<m* 夯 十， 


设 A= 4 已 ,又 作 售 在 (4, 2 中 的 区 天 (c ,2 使 满足 


4<a<4 十 可 ， B 一 亏 <2< 了 3. 


三 
G 一 人 Go 十 (4;,o) 十 (8 B)， 
划 G 是 一 个 包 合 巴 的 有 引 天 集 ,站 且 
MT < 五 十 2， 
集 2=CG 又 可 坊 篇 了 = [oa,0] CCG， 它 是 一 个 有 界 于 集 , 迁 结果 
在 此 地 是 很 重要 的 。 又 因 FC Cs 五 , 所 以 
IN 五 ] 这 有 一人 人 一 入 B 人 > 以 八 一 ?ze* 有 一 8 
由 亦 是 任意 的 ,由 上 式 即 得 (5。 定 理 已 改 蛙 。 
系 届 区 间 人 和合 有 此 人 梨 也 员 
0 [CE 了] 一 Isx [CA 一 7 一 和、 五， 
证明 ”将 定理 用 到 蜗 集 CQ 五 上 , 划 得 
2 一 [CC 五] 十 10. 五 一 双人 ， 


76 究 才 酬 数 过 


因此 2 [CA 到 十 ms 五 一 7 五 十 Is[LC 了 ] ， 
由 是 即 得 所 了 要求 的 结果 。 


S4 可 测 集 


定 闹 ”如果 有 界 集 马 的 内 测度 和 外 测度 相等 , 划 称 也 是 一 个 可 测 

第 。 浊 时 卫 的 内 测度 或 外 测度 的 数值 就 定 作 也 的 测度 , 记 和 起 和 万 : 
1 五 一 71* 玉 一 7 克 . 
得 种 测度 概念 的 规定 是 属於 勤 具 格 的 方法 ， 有 了 时 称 坦 种 可 测 集 是 
“ 依 副 员 格 的 意义 是 可 测 的 ”, 或 简称 篇 “( 记 可 测 ”。 

如 果 刀 不 是 可 测 集 , 旭 不 能 舍 其 测度 ， 那 时 放 卫 就 没有 意 闵 。 怕 
别 对 每 个 无 拖 集 ,我们 都 韶 需 是 不 可 测 的 。( 我 们 在 此 地 不 打算 将 测度 
的 定 装 拓 广 到 无 界 集 。) 

定理 有 界 开 策 是 可 测 第 , 且 新 定义 的 测度 县 $ I 中 所 必 的 是 一 
致 的 。 

过 是 8 3 定理 工 的 直接 和 结果。 又 由 8$ 3 定理 2, 尖 可 遵 出 下 面 的 
定理 : 

定理 2 有 界 于 人 策 是 可 测 集 , 且 新 定 闵 的 测度 上 且 $ 2 中 所 井 的 是 
一 致 的 。 

又 由 8$ 3 和 定理 7 之 系 可 得 : 

定理 $3 如 果 五 是 合 在 区 间 人 中 的 有 界 集 ， 则 鼠 和 C. 卫 同时 篇 
可 剖 或 同时 篇 不 可 测 。 

比较 8 3 的 定理 5 与 定理 6 双 得 : 

定理 4 假如 有 男 集 豆 是 有 限 个 或 可 列 个 十 两 不 相交 的 可 测 和 集 的 
和 和 集 : 

盏 = > 肥 (本 下 :=0, 大 天 8 ， 
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ini 一 一 


出 是 一 可 测 集 ,有 
和 且 = 人 人 万 
太 


其 长 明 从 下 面 的 一 四 不 等 式 就 可 明白 : 
之 人 及 = 2 Mr 人 < 五 < 万 和 > 747 关 罚 k 一 广 52 古 ，， 
玫 1 天 大 


道 顷 果 忆 做 可 测 集 的 完全 可 加 性 。 

在 最 后 所 尊 的 定理 中 ， 我 们 假定 萎 加 集 是 雨 雨 不 相交 的 。 现 在 我 
们 把 过 个 耻 制 际 去 ,来 寺 乔 有 限 从 可 测 集 的 和 集 。 

定理 > 有 限 个 可 测 集 的 和 集 是 一 可 测 焦 。 

哈 明 让 

刀 - 入 如， 
4 一 1 

其 中 歼 (=1 2 2) 都 是 可 测 集 。 

对 於 任 一 正 数 。 作 如 下 的 财 焦 二 及 有 寞 开 集 Gox: 

三 五 :ICG MG 一 人 < (8 三 1 2 多 ). 


重 
一 >，CG 一 >》Gb 
天 一 | 必 一 工 
则 卫 是 一 闭 集 而 G 是 一 有 界 开 集 ,有 
下 伺 百 蕊 好， 
从 而 竺 到 
1 有 < 有 < 二 7 (”*) 


但 集 G 一 了 是 -- 有 办 开 集 ( 因 G 一 下 =G.CF)， 它 是 可 测 的 。 带 
有 集 二 也 是 可 测 的 。 因 4 与 G 一 人 不 相交 , 所 以 睁 用 上 述 定 理 放 
人 = 二 CCG 一 上 )， 


15 实 这 加 数 论 





郎 得 0G 一 名 甩 十 ICG 一 下 )， 
从 而 MG 一 矶 一 MG 一 各 且 。 
同 理 得 着 
0 (一 天 一 7200 一 0 (8 一 工 2…)71) 
因 G 一 帮 和 与 号 一 尺 都 是 有 窜 开 集 , 所 已 和 从 
G 一 Fc (Ge 一 已 ) 
及 $ 工 中 的 定理 得 着 
mi(G 一 机 短工 加 (Gz 一 瓦 ) ， 
由 是 
MG 一 加 下 < [mGk 一 m 了 ] <s. 
由 上 式 及 (”)), 乃 得 
0 上 一 7 下 <8， 
因 s 是 一 任意 的 正 数 ,所 以 


0 五 王 7 五。 
定理 6 ”有限 偶 可 测 集 的 通 集 是 可 测 的 。 
钥 明 窟 
共 中 了 惫 痢 是 可 测 集 。 届 区 间 人 和信 包 合 所 有 的 及 ， 那 末 
C. 卫 - 羡 C、 到 
两 集 Cs 肋 与 柬 同时 篇 可 测 , 故 由 定理 5， 知 Cs 五 是 一 可 测 集 。 
因此 九 是 一 可 测 集 。 
定理 两 个 可 测 集 的 差 是 一 可 测 集 。 
证 明 家 
五 = 到 一 及 
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其 中 孔 : 惧 了 午 是 可 测 集 。 设 区 间 人 包 合 丙 及 邦 。 则 
在 一 帮 1eO 下 
因此 由 定理 6 得 定理 7。 
定理 8 假设 队 了 定理 7 中 北条 件 外 ,再 加 上 休 件 肌 己 也, 划 


?天 一 002 已 1 一 77 瑟 。， 


笨 明 ”对 伏 ， 
太一 而 十 五 。 (五 耳 *。 一 0)， 
改 册 定理 
22 万 1 一 9 及 十 2 已 2， 
由 是 即 竺 所 要 的 知 果 。 


定理 》 假如 有 界 集 已 是 可 列 个 可 测 集 的 和 集 , 划 瑟 是 一 可 测 集 。 
二 


年 
4i= 而 4:= 配 一 丽 ,4 = 姻 一 (再 十 … 上 十 本 -中 
划 
届 - 史 4， 
下 一 二 
此 式 中 的 4 都 是 可 测 集 , 姜 且 十 雨 不 相交 。 故 由 定理 4 知 已 是 一 可 
测 焦 。 
本 定理 假定 如 需 有 界 , 过 条件 不 能 去 掩 。 例 如 恕 =[0,， 癌 ， 其 和 
集 肋 = [0 十 oo) 薄 非 可 测 。( 在 定理 5 中 ,五 是 有 限 个 可 测 焦 的 和 
太一 荆 
集 , 所 以 也 坊 有 界 过 一 人 条件 是 自然 开 足 的 。) 
定 却 10 可 列 个 可 测 集 的 通 集 是 可 测 的 。 


妃 = 站 也 ， 


天 一 1 
其 中 忌 : 都 是 可 测 集 。 因 万 C 盏 , 故 妃 是 一 有 界 集 。 设 区 间作 包 合 也， 
义 讽 


4 = 人 卫 ， (VC=1,2,3， )， 
划 
吾 = 人 五 = 人 可 五 ,一 中 《从 古 ) = IT 4， 
忆 一 上 二 外 X% 一 ] 
因 人 鸯 


CO. 孟 - 亲 O 4 
1 一 | 


由 定理 9 知 C 了 是 可 测 集 。 又 由 定理 3, 知 允 是 一 可 测 集 。 
下 面 十 个 定理 在 本 数 理论 中 频 乱 重要 。 
定理 1 让 五 1， 玉 ?， 盏 3 都 是 可 测 集 。 如 果 


万 1 玫 五 , 亡 万 , 志 时 甲 申请 而 部 


且 五 = 六 已 ， 篇 有 务 , 则 
太一 上 


和 五 = lim [万 了 


7 一 小 二 已 
证 明 ”肉色 明日 ,种 集 羡 可 用 下 式 表 示 : 
再 一石 ;十 (Ba 一 布 ) 十 ( 盏 3 一 丽 ) 十 (再 ,一 盏 十 .…… 
其 中 任何 雨具 他 不 相 葡 。 由 定理 4 及 定理 8， 


和 一 一 92 囊 1 十 人 ?1 已 1+1 一 疙 一 吧 古 :十 之 [1 一] 
此 一 | % 一 了 本 


根 许 级 数 和 的 意义 ,得 
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多 一 
和 再 一 lim 《和 2 再 十 福 [7 再 PH 一 入 三 iinm 2 帮 。 


定理 汞 蛙 。 
定理 12 裔 历 , 再 ,如 ,，… 都 是 可 测 集 ， 万 = T[] 孙 。 如 果 
五 1 百 * 瑟 五 3 有 ，……: ， 
则 
和 五 一 ]im [72 丈 ,|. 


0 ->》 co 
从 明 ” 任 取 一 包 合 总 1 的 区 闻 和, 凤 
CICOA ECOA 3 性 ……: ， 
0. 历 =- 呈 O 肋 
5 一 上 
从 定理 11, 得 
2 人 (CA 五) 一 ]im bo 大 )]. 
多 -> oo 
此 式 可 以 改 香 篇: 
M 人 一 放 且 = jim [入 一 和 五 ]. 
所 一 


故 定 理 得 发 。 
$ 5 “可 测 性 及 测度 对 认 运 动 的 不 绝 性 


设 4 和 号 是 十 个 集 ， 集 中 元 素 是 具有 东 种 性 质 的 东西 。 如 果 有 如 
下 的 一 种 规划: 关於 4 中 任 一 元 素 % 在 只 中 有 一 价 王 且 只 有 一 个 元 
素 " 与 它 圣 巍 , 滥 未 过 个 对 应 是 将 4 章 值 地 贞 照 谎 号 上。 此 了 时 瑟 中 
任 一 元 素 不 一 定 在 4 中 有 它 的 对 应 元 素 。 中 了 照 的 概念 是 西数 概念 的 站 
接 据 充 。 设 <cE4,% 在 已 中 的 对 巍 元 过 常 记 篇 Ja): 

0 一 ja)， 
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此 时 称 5 从 4 的 像 ， 而 称 “ 需 2 的 原 像 。 一 个 元 素 0 可 能 有 伏 谷 
原 像 。 

设 4* 是 4 的 一 个 子 集 ，B* 是 4* 中 元 素 的 像 的 侍 幅 ( 意 即 党 
xaE4# 蛙 Fo)EB*i 双 党 56E B* 时 ，4# 中 至 少 有 一 个 适合 .fla)=D。 
此 时 称 B* 需 集 4* 的 像 , 而 写成 

Bx =- 让 ( dx 

舟 4* 需 B* 的 原 像 。 

过 是 映照 的 一 般 概 念 。 下 面 所 评 的 映照 法 是 一 种 很 重要 的 特殊 形 
式 。 

定义 1 设 是 实数 的 公 体 ，2(2) 是 一 个 映照 法 ， 常 zE2G 时 ， 
得 一 实数 4z)。 如 果 兰 於 任何 两 个 实数 < 和 4 像 点 Z(2) 与 PCyY) 瘟 
的 距 岂 常 等 於 原 像 和 与 y 间 之 距离 : 
1P4z) 一 PC =12 一 2 

的 曾 ， 划 称 此 了 喘 照 法 估 -- 有 运动。 

简单 的 说 : 到 动 是 过 样 一 种 映照 法 , 2 中 的 点 径 运 动 后 仍 荡 是 了 
中 的 驾 臣 且 原 来 任 二 点 关 的 距 风 经 运动 后 保持 不 地 。 

定理 1 ”发 (z) 是 一 运动 , 那 末 当 z 寺 y 时 Z(z) 关 PC2)。 

素 赛 上 ， 

[PCZ) 一 PC) = jz 一 引 关 0. 
定理 2 ao) 若 4CB, 了 旭 2(4)C2CB)。 
0) 9 人 Z 盏 8) -2 3 


c) 9(]] 瑟 ) = [2GCBe。 


q) 者 五 。 是 空 集 , 则 2( 瑟 )= 万。 
本 定理 的 芒 明 可 由 读者 自行 完成 。 此 地 仅 指 出 蕉 有 在 屋 明 c) 时 要 
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用 到 定理 1。 

下 面 三 健 肌 照 法 部 是 运动 : 

TI. P(Z)=2 二 +C  (〈 移 胡 ) 

II PCz)= 一 2 (反射 ) 

III， 史 (2) = 一 和 十 和 

喜 际 上 ,凡是 有 运动 除了 二 面 三 种 而 外 〈 怕 格 地 说 求 只 有 两 种 , 因 信 
I 是 II 的 特 丈 和 情形) 没有 别 的 了 。 将 过 个 非常 重要 的 事实 湖 威 定 
理 隐 是 : 

定理 3 ”假如 9Y(z) 是 汉 动 , 那 未 或 是 


VCz) 一 z 十 范 
或 是 
P(0) 一 一世 十 以 。 
证 明 多 
DC0) 一 尼 . 
旭 洗 於 任何 2 
[22 一 中 一 2， 
此 式 可 以 写 禽 


PC2) 一 (一 1) 0 十 避 [ec(z)=0, 1]. 
图 数 cz) 对 於 每 一 个 2 夭 0 都 有 意义 。 现 在 要 琶 c42Z) 乃 是 一 个 

常数 。 
设 2 导 9 是 如 下 的 雨点 : Z 和 0，%y 天 0，z 二 yy/。 
期 

P4ZD) 一 PFC) 一 (一 1 一 (一 1)2000， 
或 

PCZ) 一 FPC) 一 (一 1)"2[2 一 (一 1)29]， 


34 实 变 图 数 注 


芭 中 P=a( 人 一 502) 是 下 列 三 数 之 一 : 


0 一 1，0, 一 1。 
由 连 动 忆 定义, 必须 
AI) = 一 12 一 2 
因此 ,或 是 
2 一 (一 T29 = 一 2 
或 定 


4 一 (一 1) 471 一 一 和 十 2/. 
第 二 种 情形 是 不 会 发 生 的 ,四 人 需 从 第 二 式 会 得 到 
22 三 %LIT+T(C 一 1 
党 p= 士 1 时 ,2z=0; 党 0=0 时 ,2z=2 过 都 是 不 可 能 的 事 。 
於是 ,只 留 下 第 一 种 情形 需 可 能 , 朗 =0。 交 序 c(Cz)=c(y)。 
因此 党 Z 关 0 时，c(z) 是 一 常数 : 
5(%) 一 5 (4c =0, 1 ). 
因此 
P(L0) 一 (一 二 2 十 以 
上 式 当 2=0 时 仍 华 成 评 。 和 从 而 定理 得 诈 。 
系 ” 尘 於 速 动 ,2 的 任何 一 点 2 一 定 是 4 中 某 一 点 2 的 像 , 过 就 
是 说 : ZX4) = 
事实 上 ,如果 YZ02) = 一 2+9， 则 2 之 原 像 是 
Z 一 《一 1) 《2Y 一 % 
和 如果 PCz) = (一 7z 二 id 是 一 个 喧 动 , 则 称 速 动 
PTZD) 一 (人 一] 一 9) 
是 它 的 雍 踪 动 。 过 圳 候 还 动 之 间 有 关 伍 
2LPTAZ)] 一 921LPC2) 一 0. 
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换言之 ,如 果 2 由 有 运动 2 得 善 像 多, 旭 由 渤 动 2 2 之 像 是 zo 非 
常 重要 的 事实 是 : 对 走 每 一个 运动 存在 着 一 个 着 韦 盔 。 
定理 4” 光 放 带动 兴 说 : ao) 区 间 的 像 仍 是 隐 间 ,用 刘 度 不 委 ; 虱 
的 原 间 的 两 并 的 原 像 乃 是 原来 区 间 的 两 器。 
2) 有 搞 集 之 像 仍 起 有 界 焦 。 
器 明 co) 有 澜 克 间 入 = (o 0)。 纸 过 运动 wp(z)=“ 二 d 它 就 磷 区 
间 (ec 二 志 2+dD); 而 经 过 违 动 P(z)= 一 "上 ad 它 变 优 (dg 一 02. 一 ao) 在 
抵 渝 那 种 情形 下 ， 
MA )=2 一 4% 王 人 人. 
) 任 取 一 个 有 界 焦 五 。 设 和 人 是 包含 卫 的 一 个 区 间 , 旭 
2( 卫 JJCP(A)， 
因此 9FZ 是 有 价 集 。 实 际 上 ,如 马 中 所 有 的 是 zx 请 足 |12| < 二 划 2( 万 ) 
中 所 有 的 点 y 满足 |1y|<KET1cl。 
定理 > 桨 狼 运动 来 说 : wa) 开 集 之 像 仍 吉 六 集 。 
2) 并 集 之 像 仍 篇 天 集 。 
证 明 2) 设 PCL ) 是 并 集 了 的 像 。 设 yo 是 2( 卫 ) 之 -一 标 限 点 ， 
双 设 {g} 是 如 下 的 一 列 点 : 
了 or 一 yo，3re9PCE DJ) 


吉 
Z0 一 Jo)， 0n 一 并 2 )， 
则 zk 。 因 
[一 2o| = | yn 一 yo|， 


故 


2 一 >70， 





36 质 党 本 数 葵 


or 


由 於 Z 是 一 闭 集 ,必然 2o 6 大- 因此 ， 
bo 一 PC2o) EPE) 

所 以 PLD) 是 一 角 集 。 

5) 发 G 是 一 并 集 。 吐 

太 -CGL 
” 则 环 是 一 闭 集 , 且 
GHLF-G ， G.P=0. 
因此 由 定理 2 及 定理 3 之 系 , 得 
P(GJTP( 了 = 下 80GJ PCEF 0 

是 朗 习 明 ZXG) 是 闭 集 PE) 的 余 信 ,所 上 PCG) 是 一 开 集 。 

定理 0 ”有 抢 开 集 之 测度 对 钛 运动 是 一 不 释 量 。 

锅 明 改 G 是 一 有 界 开 集 , 草 PCG) 也 是 一 有 界 开 焦 。 恋 8 (= 
1,2, 3 …) 是 的 所 有 构成 区 间 ， 则 由 定理 4, 23) 是 Z(CG) 的 构成 
区 间 , 而 且 可 以 知道 ， PCG) 握 汉 有 其 他 构成 区 间 。 因 此 


MP(GD) 一 2902(3) 一 放 708 一 7 人， 
及 


此 即 所 要 冲 的 烙 果 。 

定理 7 ”有 界 集 的 内 测度 和 外 测度 对 於 到 动 都 是 不 磷 量 。 

器 明 <) 设 孔 是 一 有 界 集 。 取 任意 的 *>0 作 有 界 寺 集 G 如 下 : 

GD 瑟 ， ?9G<Ck* 古 十 8 
因 有 务 央 集 ZUG) 包 合 集 2 石 ) 故 
010#D( 玉 )<020G) 三 必 GT 五 十 8。 
因 *。 是 一 任意 的 正 数 , 故 得 
1 硬 JS<# 厂 . 

由 是 ,有 入 集 经 过 肥 动 , 它 的 外 测度 不 会 壤 加 的 。 吉 同时 埠 明 了 它 也 不 
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会 减少 的 , 因 答 和 则 逆 漂 动 要 昼 起 外 测度 的 增加 了 。 故 得 
ID( 玉 ) 一 9 
D) 设 入 是 一 个 包含 恕 的 区 间 ， 则 忆 信 ) 是 一 个 包含 汪 7) 的 区 
间 。 久 塌 


4 一 忆 、 聊 . 
旧 关 傈 式 
五 十 4 王八 ， 卫 ,4=0 
得 到 


Z( 瓦 )+PU)=2CA) 2)P04D)=0， 
生 专 ZU D) 是 2Z44) 关於 2 人 A) 的 余 集 ,由 $ 3 的 定理 7 行 兰 
J1#D( AT) 十 9237( 五 ) 王 和 PC 人)， 
和 再 由 本 定理 的 已 促 主 从 和 定理 4 得 关 
IJ2xP 天) 一 饮 八 一 II CC 大 
最 后 利用 $ 3 的 定理 7, 序 得 
92x 思 () 一 ?2x 总。 

系 ”将 共有 运 动 ,可 测 集 友和 候 可 测 集 , 且 测 度 不 释 。 

定 左 2 ”假如 有 到 动 可 使 集 4 达 到 集 忆 那 未 贡 4 与 也 是 可 合 
的 霜 集 。 

利用 过 个 定义 ,上 壕 的 糖果 可 以 寡 成 如 下 的 形式 : 

定 绎 2 可 合 的 雨 集 有 避 同 的 六 测度 和 外 测度 。 僵 可 测 集 可 合 的 
集 也 是 可 浏 集 , 且 两 集 的 测度 相等 。 


30 可 测 集 类 


在 前 两 节 $ 4 及 $ 5 中 所 讨论 的 是 关於 某 一 可 测 集 本 身 的 性 贸 。 
更 在 机群 菊 可 测 集 类 的 性 质 。 
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定理 有 界 可 列 集 是 可 测 的 ,其 测度 等 於 0。 
组 明 汪 有 和 挤 集 羡 由 点 
0 0， 3 
所 钥 成 。 恋 太 是 昔 猫 四 一 个 元 素 2 所 成 的 单元 素 储 ， 则 刀 是 可 测 
的 ,其 测度 是 Q。 田 等 式 
刀 = 六 有 
5 一 1 

和 $+4 的 定理 4 即 得 本 定理 的 菠 朋 。 

定理 1 之 族 不 成 和 让， 康 觅 的 完 公 集 已 是 其 一 例 。 

定义 1 假如 集 忆 是 可 询 个 六 集 天 ,的 和 集 : 


盏 -~ 之 才 
名 一 上 
则 各 妆 是 一 卫 e 型 的 储 。 
定 闵 2 仆 如 集 马 是 可 列 个 开 集 G, 的 通 集 : 
五 = | 9， 
8 一 上 
阳 称 妃 是 一 (7i 型 的 集 。 


由 $ 4 中 的 定理 9 和 定理 10, 得 
定理 2 具有 顾 。 型 或 是 G5 型 的 有 界 集 都 是 可 测 集 。 
设 明 将 了 型 的 有 界 集 来 说 ， 每 一 个 必 加 集 痢 是 有 界 开 华 。 有 
盘 财 集 是 可 潮 的 , 故 由 $ 4 的 定理 9 其 和 集 也 是 可 测 的 。 
今 设 孔 是 一 G5 型 的 有 界 集 .。 取 一 个 包含 吾 的 区 蝴 人 人, 旭 
吾 = 由 (和 人 Gu) 
% 一 上 


死地 入 6 都 是 可 测 的 ,由 8 4 的 定理 10, 序 知 G 是 一 可 测 集 。 
定 村 3 如果 忆 是 和 从 天 集 和 财 集 径 过 有 限 回 或 可 列 回 和?” 续 一 池 ?” 
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的 手 入 所 生成 的 集 , 划 称 已 是 波 雷 耳 集 。 又 称 有 界 的 波 置 耳 集 古 《L) 
可 测 的 。 

例如 。 型 或 Gs 型 的 集 都 是 波 雷 耳 集 。 

由 定理 2 邹 得 下 面 的 定理 。 

定理 3 凡 (B) 可 测 的 集 是 ( 工 ) 可 测 的 。 

本 定理 之 疗 不 趴 。 事 实 上 ,存在 着 ( 卫 ) 可 测 的 集 而 不 是 (了 B) 可 测 ， 
的 。 首 先 清 到 种 例 的 是 不 季 早 死 的 入 联 数 间 家 次 司 林 〈1894 一 1919)。 
他 发 现 了 一 类 非常 重要 的 集 , 所 给 4 集 。 每 一 个 4 集 ( 但 假定 是 有 界 
的 ) 是 (二 ) 可 测 的 。 4 集 类 中 包含 着 所 有 的 波 震 耳 集 ,但 还 包 合 着 其 
介 的 集 。 

然则 是 否 存 在 有 界 集 而 不 是 ( 工 ) 可 测 的 呢 ? 回答 过 个 问题 之 前 先 
避 下 面 的 定理 : 

定理 4 设 是 所 有 可 测 集 所 成 的 集 ， 旭 1 的 势 笑 於 所 有 点 集 
所 成 之 集 的 势 , 序 到 = 2*。 

导 明 ” 题 然 的 是 

开 雪 2。. 

另 一 方面 ,我们 任 取 一 个 测度 需 0， 势 需 。 的 可 测 集 召 〈 例 如 康 脱 
集 Pu)。 又 记 8 需 万 的 一 切 子 集 的 全 体 。 因 需 测 度 和 震 0 的 焦 ,其 子 集 
的 外 测度 也 是 0, 所 忆 一 切 子 集 和 都 是 可 测 集 。 因 此 


AN 所 呆 . 
但 是 由 於 S = 2。， 得 著 天 >2。 ”因此 苯 得 
1 一 ooe， 


”定理 种 旺 。 
中 然 如 死 ,但 是 邹 有 下 面 的 定理 。 
定理 5 不 可 测 的 有 界 集 是 存在 的 。 
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实例 如 下 。 

不 可 测 集 的 例子 ”将 | -- 工 ，】 | 中 所 有 的 点 以 下 法 修 类 ， 击 点 
zx 与 党 4 一 9 是 有 理 数 蛙 ， 且 限 认 此 时 称 “与 y 必 放 同类 。 吉 
zE | 一 ， 寺 | ,将 | 一 二， 工 | 所 具有 形式 =?+* (7 表示 有 理 数 ) 同 
的 全 幅 归 入 一 类 (2)。 过 机 ,多 放 一 个 w 有 一 类 玉 (z) 奥 之 圣 朵 , 旧 
zEK(z)。 

其 区 可 性 不 同 “) 的 雨 大 玉 (x) 和 开 (y) 是 不 相交 的 。 因 需 如 果 它 
们 相交 , 那 末 必 有 =E 天 (z)(y)。 因 而 

名 一 入 二 和 一 2 十 了 9 
其 中 办 和”% 都 是 有 理 数 , 放 待 
3 一 爷 -十 9 一 个。 
现在 ,假定 16 民 (y)， 划 由 
一 十 站 一 和 十 (一 9y 十 人 一 爷 十 作 ， 

得 #E 下 (z), 从 而 开 (y)CR(w)。 同 理 可 得 (wz)CR(y), 因此 下 (o)= 
K(y)。 此 奥 假 定 相 街 突 。 

将 | 于， 二 | 答 乌 上 渡 的 从 糊 以 向， 在 每 -类 中 任意 选 定 一 点 
作 居 代表 元 素 , 过 种 点 的 双 体 记 它 做 4 .下面 导 用 4 是 一 不 可 测 的 集 。 

悦 [一 1，I 中 的 有 理 点 的 双 体 是 


90 一 0， 了 1， 了 2， 73;， 


设 4 经 运 支 

GE(CY) 一 十 镍 
而 香 集 4 。 在 264 昌 PE43 又 若 ZE4 则 7 一 E4 特别 是 
4o= 4 所 得 的 集 4 都 是 可 合 的 ,所 以 ($ 5 的 定理 8) 


ep 





*) 集 (z) 不 同 於 集 (y) 时 ， 称 K(z) 与 天 9) 是 不 同 的 责 籁 。 所 宜 注 意 的 是 :党 
ze 地 9 时 可 能 R(z) 一 多 (2)。 
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| 


xd 一 4 一 有 


先 认 
6>0， 《了 3) 
1 1 < 
全 = 之 人 (2) 


事实 上 ,党 26 | -工时 = 必 有 属於 上 述 分 类 中 的 某 一 上 类, 届 此 类 的 代 
表 元 素 是 zo 则 一 xz 是 一 个 有 理 数 意 且 一 定 含 在 [一 1 十 1] 中 ,因此 
包 一 世 0 一 人 8 
而 *E 4。 谎 是 (2) 得 着 避 明 。 

由 於 〈$ 3 的 定理 5) 


1 一 91 | -到 ， + 了 | me | 人 4 |< 作 I0* 4， 


-二 0 太一 
BED 
1<< 6 十 TBT pe， 
知 〈1) 是 真 的 。 
另 一 方面 ,容易 各 阴 
a 一 0 《3) 

事 叶 上 ,党 9 和 时 ， 

4 4n=0. (4) 


何以 呢 ? 因 需 如果 有 点 ”E4 4, 则 


尼 1 一 名 -一 卫生 和 1 飞 由 二 名 一 个 


(是 然 是 不 同 的 ) 夭 属於 4 而 代表 不 同 的 大。 此 事由 


妈 1 一 省 和 一 的 一 全 和 


外 守 鲜 了 醒 数 验 


一 个 有 理 数 而 知 需 不 可 能 。 由 是 得 (4)。 


又 圣 於 任 羡 的 局 


避 纪 
4c|-3 : 引 


( 因 需 zz6E4 含有 2 =z 十 和 其 中 mo| 宛 ， ix|<T) 由 是 


4 | -全 |. 
之 xz 一 中“ 下 本 .5) 


由 (5) 及 (4 又 由 $ 3 的 定理 6, 得 


3 一 9 。 | 一人， 3 2 | 了 4 | 密 > Im2v4 
下 一 站 夏 一 站 
征 而 
人 十 信 十 人 和民 十 9 < 3， 
故 得 “一 0。 过 就 是 (3)。 
将 (1) 和 (3) 合 儒 储 耕 
225 0 


所 以 4 是 一 不 可 测 的 集 : 

注意 “如 果 我 们 不 是 从 于 区 间 | 上， 工 | 由 绪 ， 而 是 从 任何 一 
个 具有 正 的 测度 的 集 五 出 装 , 施行 同样 的 手 和 而 输 包 人 类 , 那 示 就 知 
道 瑟 中 存在 着 不 可 测 的 子 集 4. 因 此 ， 凡 具有 正 测度 的 集 含有 不 可 测 
的 于 集 。 


3 1 测 庆 问题 


从 36 的 末 属 ， 我 倍 知 道 不 可 测 时 的 存在 。 欠 此 很 所 然 地 便 发 生 下 面 的 币 题 : 是 知 可 
以 将 鞍 员 村 测度 时 讼 加 其 改 及 呢 ? 人 了 回答 让 倘 出 题 ， 首 先 我 二 把 要 讨论 的 疝 题 襄 得 明白 


一 此 。 


贞 於 点 集 的 测度 出 题 可 及 从 两 方面 来 着 手 寻 葵 。 
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I.， 较 灵 的 测度 于 题 对 礁 任 一 有 界 集 允 ， 要 求 输 它 一 个 斐 芭 的 数 AUE 作坊 它 的 测度 ， 
但 须 满 足下 列 杀 件 : 

1， 如 果 怠 =[0,1],， 则 上 223=1。 

2， 假如 4 与 五 是 可 合 的 两 伸 , 划 ud4 王 0。 

3， 假如 加 是 有 限 个 或 可 列 个 不 相 重 从 的 集 如 kB 二 1，3，…… ) 的 和 和 集 , 贡 


pBB= 之 nB8 《测度 的 完全 可 加 性 )。 
帮 


此 地 我 们 光 是 就 一 度 和 空间 环 : 提出 上 述 问 题 : 事 宾 上 道 个 问题 可 以 扩充 到 瑟 ,， 力 至 一 
般 的 ” 度 径 贺 noe 自然 ， 那 时 儿 件 1 中 的 [0，1 必须 改 乱 正 方形 [0，1; 0，1]， 力 盏 
n 度 宪 间 的 单位 仍 形 。 

但 是 容易 姓 明 下 面 的 定理 。 

定理 1 较 竣 的 测度 问题 甚至 对 从 已 : 败 癌 ,也 浸 有 了 法 。 

旺 明 在 8 6， 我 人 鲁 经 作出 了 一 邓 列 不 相 重 皮 而 是 两 两 果 合 的 不 可 测 集 : 


[- 译 说 < 三 <[- 引 
如 果 针 於 所 有 的 集 , 较 效 的 测度 多 题 已 有 了 册 法 , 那 未 从 上 式 , 可 得 
[二 习 < ec- 对 引 


但 是 于 区 于 | 一 二 ，2 | 奥 [0，1] 是 可 合 的 , 赣 且 对 於 任意 的 刀 ， 必须 


Ad 一 A4=; 
又 集 | 一 三 ，3 | 是 有 界 的 ,由 第 三 个 条件， 
1 和 ce 十 十 …… 和 < 十。 
此 天 他 不 议 >0 或 三 0 都 不 能 成 立 。 定 理 沐 毕 。 
贵 此 相 中 联 的 是 
了 工 ， 示 易 的 测度 辕 题 长 工 历 述 的 兰 个 人 杀 件 中 的 条 件 3， 将 寥 加 集 的 个 数 改 般 有限 个 ， 
膛 就 是 讽 , 将 完全 可 加 性 改 乱 有 限 可 加 性 , 则 成 坟 易 的 测度 问题 。 


94 资 绝 名 数 戎 


rilgiggggreeeeeenieninnl 册 


对 过 个 前 题 我 们 褒 出 下 面 的 糊 果 ,但 是 不 加 以 建明 1)。 

定理 2《 巴 拿 哈 ) 对 於 有 和 五 。 两 毕 问 中，, 较 易 的 测度 问题 是 有 坑 法 的 ， 但 是 民法 不 
和 是 惟 一 的 。 

定理 3( 守 司 道夫 ) 若 ”>2， 则 对 於 上 空间 五 。 的 较 易 测度 避 题 也 无 解法 。 

上 上 而 的 夺 果 ,其 差 器 必 在 基 “ 两 集 可 合 ”的 概念 ， 可 合 ” 的 概念 是 与 运动 有 顺 的 。 在 
度 空 间 ,到 动 淹 的 情形 较 乱 蓝 检 ,从 而 欲求 其 不 继 量 , 亦 更 因 的 。 

最 惩 ,我 僻 引 入 玫 件 事实 , 夭 咏 看 到 勒 具 格 测度 的 好 让 。 

假 必 我 个 对 大 较 易 的 测度 问题 ,已 烃 有 了 通 当 的 仇人 答 , 那 末 从 天 保 

杞 所 五 
得 着 
A4<A《 昌 调 法 划 )， 

道 是 由 於 nz 了 3 三 nd4 十 从 吾 一 4)。 因 此 , 若 如 篇 单元 素 集 ,由 於 E0，] 雪 中 可 以 取出 任意 多 
个 集 了 王 召 坊 可 合 , 故 召 的 测度 一 定 是 0o 

由 是 ,有 了 当 集 的 测度 等 於 0o 因此 ， 

太 a 0) 三 太 0 0 三 眶 ab) 王 虑 Gy 0 
甚 次 ,从 关 傈 


L0， 菇 =| "， 工 | 二 ( 工 ， 对 | 二 二 (2 一 


1 1 
中 0 二 |= 志 . 
从 此 可 以 导出 长 度 乱 有 理 数 的 闭 区间 [a, 革 的 测度 是 5 一 ao 又 由 测度 的 音调 法 则 , 峙 於 任 
何 于 区 疝 [a, 刀 ]， 得 闭 测 度 


得 着 


ALa，1] 一 2 一 q， 
由 是 ,假如 并 集 G 是 由 有 限 个 构成 区 间 所 和 组成, 那 未 
RGB 一 和 人， 
如 果 G 由 可 列 个 构成 区 了 疝 所 和 组成 , 则 
AGE 


中 | 


1) 豪 司 道夫 定理 的 起 明 妖 第 十 一 章 。 巴 拿 哈 定理 的 体 明 需要 画 数 解析 的 知 吕 ， 出 礁 本 
羽球 转 以 外 。 
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对 於 解决 蛟 易 的 测度 问题 , 最 自然 的 方法 是 使 有 界 开 集 的 测度 等 从 它 的 构成 区 间 县 的 
和 〈 由 上 所 逊 , 只 须 对 由 无 限 个 区 间 构 成 的 6，, 要 求 4G < 六 / 必 ) 。 由 巴 拿 险 定理 , 具有 上 
帮 


涉 性 质 的 方法 是 存在 的 (我 们 在 此 地 不 加 明 )。 今 稳 之 篇 “正规 ”的 方法 。 由 是 可 条 下 面 
的 定理 。 

定理 4 久 “正规 ”的 方法 解决 较 易 的 测度 问题 , 对 藉 (三 ) 可 测 集 而 否 , 则 AZ 等 失 勒 
具 格 测度 mm 了 7。 

厅 明 ”由 “正规 ”方法 的 意 红 , 有 界 开 集 G 的 测度 等 於 勒 有 格 测度 mmG。 因 此 轩 於 所 有 
有 界 开 集 卫 有 下 面 的 等 式 ; 


有 一 放 克 ， 
如 果 有 界 集 五 含有 并 集 到 而 含 在 有 界 开 集 G 之 中 , 则 从 单 轴 法 则 
放下 < 大 1 和 雪 MG 
得 到 
1 五 二 有 五 二 0Y 矿 。 
定理 证 举 。 


$8 ”和 维 他 利 的 定理 


定 衣 激 五 是 一 点 集 ， 是 用 区 沿 所 组 成 的 集 (但 其 中 每 一 个 于 
区 岗 不 退 逢 篇 一 点 )。 光 共 妃 中 任 一 点 >， 及 任 一 正 数 s，MW 中 有 如 下 
的 于 本 疝 4: 

EC 凡 ，704 < 一 8， 
此 时 称 江 ; 集 闻 依照 亲人 他 利 的 意义 被 4 所 遮盖 。 

得 束 是 襄 :如 果 五 中 每 一 点 必 合 在 居中 任意 小 的 一 个 闭 原 间 中 的 
证 ， 划 依 照 维 他 利 的 巡 义 被 4 所 中 盖 。 

下 面 的 定理 在 画 数 芥 中 常 被 用 到 。 

定理 工 ( 维 他 利 ) 如果 有 界 集 五 依照 维 他 利 的 意义 和 一 六 区 上 疝 的 
集 症 所 帮 瘟 , 则 从 区 可 以 焉 出 有 限 个 或 可 烈 介 区间 {de} , 使 


96 宣 轨 丽 数 削 
dd; 一 0(Ei， ms| 一 Fas|=o 
胡 


重 斤 的 说 ,此 地 的 必 是 两 两 不 相交 的 , 且 除 一 测度 坊 0 之 集 而 外 ， 
之 吃 吐 黄 万 。 

正面 的 屋 明 由 共 巴 拿 哈 。 

诅 明 因 乱 总 是 一 有 界 集 ， 可 以 取 一 个 包含 召 的 区 间 人 。 将 下 
中 的 于 区 间 不 完 公 全 在 人 中 的 全 部 除去 。 记 腾 下 来 的 开 区 间 的 全 体 需 
4 中 的 元 素 取 自 奴 中 的 于 区 有 半 , 但 每 个 并 区 关公 部 合 在 人 中 )。 
依 墨 灼 他 利 的 意义 ，i 也 叶 盖 妃 。 

堆 怪 , 中 任 取 一 球 区 间 wo。 如 果 五 Cd 旭 问 题 已 解决 。 否 旭 我 们 
可 依照 下 面 所 述 的 规划 导出 一 列 的 于 区 间 {db).。 设 

Ci ， 人 Ce，ds， ……， ,人 (1 1) 
是 已 经 取 好 了 的 雨 两 不 相交 的 于 区 则 。 如 果 


季 
五 C 人 CQX， 
帮 一 工 


则 手 入 宪 兴 而 定理 得 履 。 如 果 
丸 一 YUe0 《2 ) 
则 硬 
Ps- do Gu=A- 刺 


下 一 上 
由 (2), Mo 中 必 有 闭 区 闻 合 在 Gn 中 ,过 种 闭 区 间 的 长 是 有 界 的 【 因 息 
均 不 大 於 mm 入 )。 设 此 种 区 间 的 长 的 上 确 界 是 如 ,在 Gh 中 取 一 个 如 下 的 
闭 区 间 won+i: 
maCn+1 > 二 机 . (3) 
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Eee = EL 一 


题 然 的 ,到 种 闭 区 间 gr 生 (1) 中 任 一 于 区 间 都 不 相交 。 
如 果 此 手续 至 有 限 回 而 止 , 划 定 理 的 司 明 已 旺 。 否 草 的 应 ,得 到 一 
殉 两 十 不 相安 的 并 区 间 


GT，d，de (4 
我 们 将 避 明 过 一 列 于 区 间 正 合 走 我 们 的 要 求 。 也 就 是 说 : 
32X#( 五 一 售 ) 一 0， (5 
於 此 
S- 了 办 


态 一 人 
从 此 目的 ,对 芯 每 一 个 dz 作用 芭 间 已 记 俱 de 有 相同 的 中 心 ， 
但 是 妨 的 长 是 dx 的 五 借 : 和 =5700. 
容易 朋 自 


已 台 


六 017< 十 oo， 《6 ) 


太一 T 


融和 丰 由 从 所 有 的 闭 了 区间 是 雨 十 不 相交 且 都 合 企 人 中 的 ,所 以 


已 书 


之 mas<s 和 人， (7) 
天 一 


时 是 得 (6 )。 
要 证 有 明 (5) 只 要 讼 明 
万 一 心安 之 力 (8) 


开 一 4? 


对 蕉 任意 的 ?成 均 好 了 。 下 面 巩 明 (8) 的 成 立 。 
设 Z6 了 一， 和 党 26G 时 ( 因 G 是 天 集 )，Mo 中 有 通 合 庆 
ZECCCC 
轩 履 
XCC (9) 


98 宝 光 图 数 芒 
不 能 对 藤 所 有 的 友 成 站。 否 划 上 式 将 引出 
0 < 1 < 忆 2402Qn+1， 
另 一 方面 从 《7) 得 着 md 一 0， 两 者 不 相 容 。 所 以 有 ? 使 (9) 式 不 能 
成 让 ,因此 有 如 下 的 厂 ,: 


C ,万 ,= 基 0. 《10) 
册 奖 足 410) 式 的 最 小 标 数 是 风 则 因 
0 一 0， 
而 AICFoCAsC ， 旺 然 的 ， 
9 >1。 


根据 ”的 定 闵 ， 
Qi 一 0，Q 0 
所 以 香 到 下 面 两 事 :第 一 ， 
dd 大 0 (ll ) 
第 二 ,由 wCG-i， 所 芒 
MG<Sp 1<2020o 《人 12) 
从 《11) 和 (12), 得 着 
QC 忆 已， 
因 乙 ， 
以 亡 s LO， 
下 一 4 


站 
澡 


区 扩 1 


矿 二 ? 
所 以 (8) 式 成 立 , 和 从 而 定理 菩 缚 。 
在 应 用 上 ， 将 多 他 利 定 理 略 租 寿 动 其 形式 更 乱 方 便 。 
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定理 (和 维 他 利 ) 在 定理 1 的 条件 下 ,关於 任 一 正 数 s 殉 中 存在 
和 荐 有 限 个 两 十 不 相 重 友 的 闭 区 间 on do qd 通 合 


ms[( 酝 一 aij<e 


证 明 如同 定 理 1 的 二 明 一 样 , 先 取 一 个 包含 五 的 区 间 人 。 将 歼 
中 的 财权 间 不 完全 合 在 人 中 的 全 部 除去 , 记 用 下 来 的 公 体 乱 3。 那 末 
依 申 维 他 利 的 意义 4i。 也 四 蔓 五 。 应 用 定理 1 蕉 Wo 在 Mo。 中 可 以 寻 
出 一 区 十 丽 不 相 重 达 的 于 一 间 (ce 通 合 


* | 五 一 dc 一 0， 
me | 五 -dr 
如 果 此 地 的 {dr) 是 一 有 限 集 ， 旭 定理 已 得 给 。 假 如 {dr) 是 一 钨 
限 集 , 则 由 (7)， 


必 e 


>》 Il0<m 和 人， 
下 一] 
所 芒 可 取 克 通常 的 大 ,使 
入》 20x<e。 
名 一 证 十 站 
但 是 
九 一 了 二 c| 五 - ij+ 史 (13) 


5 一 克 一 外 8 一刀 十 】 


由 关上 式 右 簿 第 一 肤 是 一 个 测度 等 於 0 的 集 , 所 以 得 着 
关 | 一 一 cr | < 
me | 也 8 


三 章 的 下 题 


狂 明 下 面 的 种 种 烙 果 。 
I. 任何 先 至 策 必 会 有 一 个 测度 篇 0 的 先 公 子 第 。 


100 [ 要 图 | 数 戎 


3， 仙 4 是 一 和 个 具有 正 测 度 的 可 测 集 , 旭 4 中 必 有 两 点 z 伍 VY， 此 两 点 韶 的 距 元 是 -- 
有 理 数 。 
3. 有 界 焦 加 篇 可 测 的 必要 日 充分 的 休 件 是 :对 任 一 正 数 。， 存在 着 一 个 闭 集 二 C 辟 ， 
使 mi*( 怕 一 忆 )<e (五 来 - 布 苇 的 检验 法 )。 
4. 对 帮 任 一 有 界 集 召 存 在 着 而 集 4 和 五,4 是 Fe 型 , 刀 是 Gs 型 而 适合 挫 4C 吕 己 瑟 
?3 业 一 7 用 ， 31 了 一 + 户 ， 
5 假如 4 导 瑟 是 两 个 无 共同 点 的 可 调集 , 那 未 对 其 任 -- 点 集 也 ， 
了 [下 全 十 互 门 一 加 和 及 4) 十 11 玉 好 )， Ms[ 责 (4 十 五 让 王 ?ps( 怪 4 ) 十 mas( 召 召 )。 
6. 有 界 集 已 篇 可 调 的 必要 且 充 分 的 休 件 是 : 圣 撩 任 一 有 界 焦 4， 
9 二 二 ?1 4) 十 ?1 4.CP)， 
《卡拉 太 屋 独 里 的 检验 法 ) 
7， 敲 召 乱 一 集 , 如 果 任 何 区 而 必 合 有 C 到 ”中 的 点 , 划 卫 称 坊 疏 耶 集 。 试 作 一 个 具有 下 
测度 的 有 界 珠 瑚 和 完 全集 。 
3. 作 一 个 台 在 忆 =[0, 刁 中 的 可 测 集 吾 ， 使 它 对 从 任 一 区 加 人 cz 而 有 
zi( 人 妃 )>0， 0 人 .CC 了 )>>0， 


下 一 
71“ ， >772* 有 1 


10. 内 能 属 答 较 易 的 测度 问题 的 调度 理 基 必 使 有 界 可 列 集 的 测度 起 0。 
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S 工 可 测 函 数 的 定义 及 其 最 简单 的 性 质 


如 果 夺 於 集 召 中 每 一 点 2 有 一 个 数 似 2) 全 之 对 应 , 那 未 我 们 称 
fcz) 是 点 集 妃 上 所 定 闵 的 画 数 。 我 们 公 许 函数 值 可 以 是 无 限 的 ， 不 
过 它们 要 有 一 定 的 符号 , 息 此 我 们 避 用 "“ 非 趴 正 ”的 数 十 ce 和 一 ce。 授 
两 个 数 上 任 何 有 限 数 w 之 间 满 足下 面 的 不 等 式 

一 co<04<< 十 oo. 
我 们 规定 它们 如 下 的 计算 法 旭 ; 

光 於 任何 的 有 限 实 数 ， 

十 co 士 & 一 十 ceo， 十 co 十 (十 oo) 一 十 ceo， 十 双 一 (人 一) 一 十 oo， 

一 oo 士 g 一 一 co 一 co+( 一 co) 一 一 co, 一 oo 一 (十 oo)= 一 oo， 

十 oj=| 一 cl1= 二 ce， 
车 w>0, 旭 二 cov=4(+oo)= 十 oo， 一 co = 人 一 o) 一 一 
车 ao<0, 则 +oeoa=a(+oo)= 一 co, 一 oa=a( 一 oo)= 十 oo 
0( 士 co) 一 ( 士 co)0=0， 





(+eoj 二 oo)=( 一 ooj 一 co)= +eo, (二 eol 一 co)=(-oo) 十 coj= 一 oo， 
-一 一 0， 
十 oo 
但 是 下 面 的 一 切记 跳 
十 oo 一 (十 oo) 一 ce 一 (一 co) 十 oo 十 (一 o) 一 oo 十 (十 oo) 二 芭 ， 人 
是 汉 有 总 义 的 。 2 





,本 驴 D 十 m) 和 《 士 呈 ) 0 也 轿 党 入 看 作 是 没有 意 纺 的 。 但 是 乱 了 方便 起 见 我 们 
叶 定 它 俩 的 意义 是 0。 


《101) 
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对 旗 在 双 上 定 雯 的 酌 数 帮 2),， 我 们 用 记号 
玉 ( 0 ) 
袁 示 疙 中 的 点 请 足 . 几 Z2)>a 的 2 之 全 和 体 。 间 和 模 可 以 上 解 
由 0 玫 CJ=a) 了 入 0 < oO) 
等 等 记号 的 意义。 如果. 八 z) 的 定义 苑 围 表 示人 篇 其 他 字母 例如 4 或 也， 
那 末 则 榜 也 可 用 
4 >Q4》 2 >a) 

等 等 记号 。 

定 对 1 改作 2) 是 在 也 上 所定 装 的 酚 数 。 如 果 召 是 一 可 测 集 
慈 且 对 於 任意 的 4 已 (J >x) 也 是 可 测 集 , 那 未 称 故 2) 是 一 可 测 画 数 。 

此 地 可 测 的 若 义 是 指 着 动 具 格 意 装 的 可 测 ， 所 及 过 种 可 测 画 数 也 
称 仿 ( 忆 ) 可 测 函 数 ,或 称 函 数 是 了) 可 测 的 。 

定理 珊 度 需 0 的 集 上 所 定义 的 画 数 常 吉 可 测 。 

过 是 当然 的 事 。 

定理 ^ 设 八 z) 是 在 效 上 上 所 定义 的 可 测 本 数 。 如 果 4 是 五 的 
可 测 子 集 , 划 把 .AZz) 看 作 仅 在 4 上 定义 的 函数 时 ,也 是 可 测 的 。 

事实 上 ， 

4 >0)=4 大 了 >0)， 

定理 3 设 八 z) 的 定 闵 秀 围 是 可 测 集 也 五 是 有 限 倍 或 可 型 个 

可 测 集 吃 : 的 和 集 : 
历 = 六 有 机， 


洲 jz) 在 任 一 召 上 是 可 测 , 旭 jz) 在 瑟 上 也 是 可 测 。 
事实 上 ， 
九 (J >o) 一 > 万 (>>0)， 
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定 蒜 2 没 二 个 西数 ,/2) 和 92) 都 是 在 集 呈 上 所 定义 的 。 假 如 
五 (j 天 9g)=0， 
” 划 儿 八 2) 和 以 2) 是 对 等 的 ， 用 如 号 
jj 作 2) 一 -92 
表示 ,jz2) 和 92) 是 对 等 的 。 

定 闵 3 设 命 题 训 对 於 点 集 万 一 环 e 中 所 有 前 是 都 成 立 。 假 如 一 
的 测度 是 0， 则 称 5 在 了 上 伙 乎 感 感 成 立 , 或 称 训 在 五 中 人 磷 乎 所 有 
的 点 成 立 。 

特别 ，2o 可 以 是 空 集 。 

现在 可 以 说 ,如 果 在 卫 寺 定 久 的 两 个 琐 数 是 开 乎 处 处 相 尝 的 , 那 末 
它们 是 针 等 的。 

定理 4 敲 ,j 帮 2) 是 在 卫 上 所 定义 的 可 测 丽 数 , 又 设 942) 一 2) 
则 yz) 也是 可 测 的 。 

证 明朗 

4= 卫 (Jj 天 9)， 五 = 卫 一 4 
阳 因 和 4=0， 五 是 可 测 集 。 和 从 而 得 知 . 几 z) 在 已 上 是 可 测 的 。 但 是 在 
已 上 而 诈 ，jz) 和 纪 z) 获 扰 区 别 , 因 歼 9(z) 在 妃 上 也 是 可 测 。 由 於 
(2z) 在 4 上 篇 可 测 \ 因 和 思 4=0) 和 从 而 %zZ) 在 五 =4+ 卫 上 上 亦 篇 可 测 。 

定理 > 如 果 针 於 可 测 集 羡 中 所 有 的 点 jz2) = 有 旭 八 2) 是 可 
测 的 。 

事实 上 ,党 0<e 时, 刀 (>>0)= 五 ; 党 0D6 有时， 嫩 J >a)=0。 

应 亦 注 意 的 是 :此 定理 中 的 可 以 坊 十 oo 或 一 co。 

设 作 Z) 是 在 于 了 区间 [le 2] 上 上 定义 的 函数 ,如 果 [Lec, 2 中 有 如 下 
的 有 限 个 分 点 

2=0<eo<c < …<co 一 4 
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使 在 区间 (co czsrr) (= 0 1 92 一 1) 中 7 六 2) 取 常 数值 ,区 称 六 2Z) 
生 一 梯形 画 数 。 由 定理 5, 得 着 下 面 的 结果 。 
系 ” 榜 形 本 数 是 可 测 的 。 
定 幸 0 变故 2) 是 在 石上 所 定义 的 可 测 画 数 , 则 将 放任 意 的 w， 
世 (/ 关 4)， 刀 (了 =) 有 (Cj 和， 也 (J<a) 
部 是 可 测 集 。 
诅 明 下 面 的 等 式 是 容易 丛 明 的 : 


ECf>oO= 了 Br>a - 工 ) 
旬 一 1 


从 而 得 知 妃 (f>>a) 的 可 浏 性。 至於 其 他 族 集 的 可 测 性 ,从 诸 开 傈 式 
页 =a) = 五 ( fg 一 责 f>a)) 五 (J<o)= 吾 - 盏 >a)， 
万 (J <o) 一 刀 一 五 (>a) 
可 以 流出 。 
注意 ” 疏 刀 是 一 可 浏 集 , 如 果 对 让 所 有 的 w 集 
届 (J>o), 瑟 (J<o)，BCJ<a) (1) 
中 至 少 有 一 个 常 沈 可 测 , 则 (z) 在 刀 上 是 可 测 的 。 
事实 上 ,从 等 式 
BC7 > o= 于 盏 (了 > 二 
知道 : 如 果 当 於 任意 的 o 如 (jy > o) 是 可 测 的 话 ， 则 jz) 是 一 可 测 
数 。 相 似 的 方法 可 以 讨论 其 你 的 情形 。 因 此 , 可 测 画 数 的 定义 中 , 集 
BCf > a) 可 用 (1) 中 任 一 个 集 来 代 蔡 它 。 
定理 7 如果.j(z) 是 妞 上 所 定义 的 可 测 丁 数 , 和 是 一 个 有 限 数 ， 
则 DC) 二 为 驴 直 (GD)， 3) 7 多 (2z) 5)7ro (但 JCz) 夫 0) 
者 是 可 测 画 数 。 


有 
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诊 明 1) 从 
玉 (j 十 > 0) 一 三 全 0 一 司 )， 

即 得 /+ 的 可 测 尾 。 

2) 营 《 一 0 时 田 定理 5 知人 jz) 是 可 测 的 。 至 和 论 对 其 他 的 妨 可 
及 入 下 列 需 傈 

| (7 > 和 ) 《2 
五 (8 >>0) 王 

[Ba(7 < 允 ) dt<o) 


得 蝇 好 (xz) 的 可 测 性 。 
3) 征 
丁 (<0)， 
ar- 
了 (J >0) 二 而 (Jj 天 一 4) (20)， 
知 | jz)| 是 一 可 测 柄 数 。 
4) 和 全 
万 (c<<0)， 
友 ( 户 > -1 
五 (| 帮 >>Ya) (cz0)， 
知 . 产 (2) 是 一 可 测 画 数 。 
5) 因 jz2) 天 0, 故 


| >0) (一 0)， 
了 (了 >o)-~ > 《(@>0)， 
再 (7J>0) 十 瑟 (f<0), 本 也 < 元 ) Co<0)， 
因此 明 自 7[ 志 的 可 测 性 。 


定理 8 ”在 用 区 问 LI4 ,2 上 所 定 闵 的 连续 画 数 八 思 是 可 测 的 。 
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诅 明 ”首先 我 们 习 了 明 
五 = 了 人生 0) 

在 一 财 集 。 设 2 篇 该 集 之 一 醒 限 点 ， 多 说 nrE 了 了 ，2n>20， 草 征 
jza)ssd 已 及 人 7) 的 连续 性 , 即 得 人 zs<c。 因 此 zk 所 以 二 
是 一 于 集 。 

绸 由 

下 (> 9) 一 五 一 下 (和 0)， 

可 知 忌 (j >>04) 是 一 可 测 集 。 定 理 芋 。 

可 油画 数 的 定义 表明 ,在 不 可 测 集 上 所 定义 的 西数 物 是 不 可 测 的 。 
但 容易 找到 在 可 测 集 上 完 义 的 画 数 也 有 不 可 测 的 。 

定义 4 设 必 是 加 =[L4, 了 3] 之 一 子 集 ， 
1 YE 帮 


pv -| 
0 0XE 万 一 开 . 


称 xz) 是 集 凡 的 特征 丁 数 。 
定理 9 集 妊 与 其 特征 函数 Fox(z) 或 都 是 可 测 或 都 是 不 可 测 。 
证 明 候 如 2x(2) 是 可 测 的 话 , 划 由 
及 = 五 (Pr 0) 
知 及 是 一 可 测 储 。 
芮 耿 ,如 奴 是 可 测 的 话 ， 划 由 
(0 《>1h) 
22 盖 0)= ,1 (0<c 一 1)， 
| 百 (QQ<<0)， 
知 FuZ) 是 一 可 测 本 数 。 
过 里 ,我 们 顺便 得 到 了 一 个 不 违 纺 的 可 测 画 数 的 例子 。 
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3 2 可 测 图 数 购 其 它 性 时 


祖 助 定理 1 敲 .大 zz) 与 9%C2) 是 卫 上 所 定义 的 两 个 可 测 本 数 , 草 
耳 (j 盖 9) 
是 一 可 测 集 。 
事实 上 , 设 有 理 数 的 全 幅 是 
9 


了 2 了 3 


则 从 下 面 的 等 式 
再 (JJ > 人 = >》 奋 (了 > 和) 百 (9 < 和 ) 
5 二 1 


即 得 着 补助 定理 的 发明 。 

定理 1 谢 jz) 和 9(z) 是 在 互 上 所 定 闵 的 两 个 有 限 可 测 画 数 ， 
则 1) 7(o) 一 9(z)，2) (二 go)，3) 7 g(z) 全 2( 但 ga 天 0) 
都 是 可 测 丽 数 。 

证 明 1) 因 需 c+y(z)， 轩 矢 任 意 的 w, 是 可 测 的 ， 所 以 根据 补 
助 定理 ， 瑟 ( > wa 十 9) 是 一 可 测 集 。 认 是 从 

下 (一 9 >0) 一 百 ( 了 >>0 二 9) 

得 车 F (z) 一 9(z) 的 可 测 性 。 

2) 从 jz) 上 gz)=z)-[ 一 9(z)] 
知 f(z)+g(z) 是 一 可 测 画 数 。 

3) 又 和 从 
frz) gz)= 人 7(z) 十 92) 一 [7(o) 一 gf) 了) 
和 $ 工 中 定理 7 序 知 ra :9g(z) 的 可 测 性 。 

4) 因 9%42) 天 0, 所 已 


记 
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是 一 可 测 丽 数 。 
道 个 定理 玫 示 ,在 可 测 画 数 族 中 ,加 沽 滋 除 的 珠算 是 允许 的 。 下 面 
的 定理 表示 概 限 的 有 运算 也 是 允许 的 。 
定理 2 设 fi(z)， 户 (z), … 是 在 刀 上 所 定 雯 的 一 列 可 测 画 数 。 
如 果 轩 起 每 一 点 “E 万 存在 极限 (有 限 或 急 限 ) 
FCz) = lim jn(z)， 
1 


旭 BCz) 是 一 可 测 画 数 。 简 若 之 ， 收 合 可 测 画 数列 的 极限 画 数 是 可 测 
的 。 
证明 对 饼 一 定 的 人， 两 集 


482= 瑟 户 >o+ 寺 ) 了 量 孚 02) 一 ] | 4 
4 人 天- 


都 是 可 测 的 。 因 此 性 明 下 面 的 等 式 
奋 ( 五 >0) 一 >》 
好 了 。 
股 zo6 如 万 >ohj 则 本 wo)>oo 所 以 有 自然 数 邮 使 Flzo)>a 二 工 
成 立 。 又 因 户 (zo) 一 (zu)， 所 以 存在 着 友 使 党 Nm 时 ， 
JE(CZo) 0 十 全 


因此 ， 尘 於 所 有 的 不 之 赋 2o6E4U。 南 是 wzo6 BY。 自然 是 
zk 之 .B)。 和 从 而 得 到 
再 (五 >>w)C >》 on。 
留 下 来 的 是 要 攻 明 
2 BJC 再 ( 下 >>0)， (”) 


2 隐 


站 、， 
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设 m6E > 区 则 2 属於 某 一 DBz 因此， 党 人 0 脖 ，zoE 4 


9 和 


换 膏 之 , 管 pm 了 时 
户 (zo)>q 十 过、 


於 上 式 , 今 无 限 增 大 ， 乃 得 
F(zo)Z>6 十 六 ， 


从 而 F(co)>m 序 mE 瑟 (>o)。 因 此 如 得 (*)。 
此 定理 可 括 广 需 如 下 的 定理 。 
定理 3 设 广 (2), js(2)…… 是 在 马上 所 定 坟 的 一 列 可 测 画 数 。 
和 如 果 画 数 R(z) 使 天 全 
im ju(z) 一刀 (了 ) Ca) 


在 总 中 末 乎 所 有 的 点 成 六 , 那 末 E4z) 是 一 可 测 枉 数 。 

证 明 假设 4 是 总 的 了 集 , 在 4 中 任何 点 (a) 不 成 立 〈 在 这 种 
点 2 极限 lim.f(2) 可 能 根本 不 存在 )。 由 假定 ，m4=0, 故 玉 z) 在 
4 上 是 可 测 的 。 根 据 定 理 2 4z) 在 总 4 上 是 可 测 的 。 所 以 ECz) 
在 上 上 是 可 测 的 。 


$ 3 可 测 图 数列 。 度 量 收 伍 


发 fj(2) 和 9(2) 是 在 号 上 所 定义 的 函数 ，c 是 一 正 数 。 本 和 凶 研 
完 的 是 下 面 十 种 形式 的 集 : 
如 (| 一 外 > 机 1f--g<o). 
人 根 如 jz) 和 y(z) 夺 於 革 些 妞 中 的 ” 探 取 了 同 避 振 限 ， 过 时 
Ts) 一 %z) 就 没有 意义 。 乱 了 方便 起 见 ， 我 们 规定 过 种 “ 也 如 到 
互 (1f -9|>>zc) 中 去 。[ 广 : 全 后 我 们 所 讨论 的 画 数 是 伙 乎 处处 是 有 限 
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的 ， 而 对 庆 豆 (|j 一 gc) 光 是 考察 它 的 测度 。 由 於 吾 (J = 士 ce) 十 
吾 (9= 土 c) 是 一 阅 测 度 估 0 的 集 ， 所 及 从 五 (1 一 9| 关 5) 除去 
吾 (j = 士 oo) 十 如 (9= 士 oo) 巧 不 影 池 它 的 测度 。j 在 运 个 规定 之 下 , 那 末 
吾 = 吾 (| 了 一 9| 关 5) 十 互 (| 一 |<ch)， 

面 式 中 在 方 十 个 焦 汉 有 共同 点 。 

定理 工 ( 驼 具 格 ) 讽 廊 (2)，je( 人 和)， 丰 (0 是 在 可 测 集 履 上 
所 定义 的 玖 乎 处 碟 需 有 限 的 可 测 丽 数列 ， 且 对 於 姻 中 末 乎 所 有 的 点 
2 Jr2) 收 伊南 几 z)。 假 如 .大 2) 在 五 上 倪 乎 碟 处 是 有 限 ， 那 未 涯 放 
任何 正 数 c， 

0 [和 2 玉 (| 思 一 让 人 5) 让 =0. 

证 明 首先 ,由 $ 2 的 定理 3, 知道 /2) 是 一 个 在 豆 上 的 可 测 

贺 数 。 所 肪 mm 天 | 因 一 让 >5) 是 有 意义 的 。 


议 


4 一 而 (fj=+eo) 如 = 瑟 j|j= 二 oo), 互 = 厅 (不 -> 


9 一 工 

则 

M 驴 一 0 (1 ) 

有 尿 (c)= 召 (| 户 - 站 > 肪 (= 卫 肋 (ao)， 
一 村 
NM = 由 民 (CG)。 

2 一 ] 

所 有 上 述 表 集 都 是 可 淹 集 。 


因 篇 | 
忆 1() 居 so07) 号 :(Cc) 忆 机 。 
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故 由 第 三 章 $ 4 的 定理 12,， 和 贡 一 ce 上 时，， 
mm 有 (Co) 一 9 《2》 
现在 要 滞 明 
CN， (3) 
事实 上 ,如 果 zoE4, 则 
lim rzo) 一 Feo)， 


昌 广 (zo) ， 户 (co) 入 zo) 都 是 有 限 数 。 所 已 必 有 mm: 党 82m 蛙 ， 
广 (Gzo) 一 Fo) | < 
换 革 之 ， 
2Z0E 达 i(ar) (8 尖刀 ) ， 
因此 zoE 玉 (4c)。 自 然 ,zoE 开 。 和 从 而 得 着 (3)。 
由 (人 沪 睦 (3)， 得 扣 MN 一 0。 再 由 (2) ,得 
和 M 刀 (ac) 一 0. (4) 
因 态 (c)CRCc)， 
故 定 理 得 攻 。 
注意 ”所 从 得 的 结果 (4) 实在 比 定理 中 所 要 囊 的 事实 更 缠 。 过 个 
粘 果 在 下 面 诈 明 革 果 洛 夫 定 理 时 要 用 到 。 
定理 工 引 半 我 们 建立 下 面 的 定义 。 
定 蒜 疏 
JoD) ,fa(2) js) (>”) 
是 在 可 测 集 豆 上 概 乱 有限) 的 可 测 男 数列 , 双 .JFc) 是 在 互 上 定义 的 
概 篇 有限 的 可 测 画 数 。 如 果 对 放任 一 正 数 c,， 关 傈 
[im [72 有 (| 思 一 由 关 c)] 一 0 


“) 以后 需 简 便 起 见 , 料 吉 感 是 有 限 简 称 概 篇 有 限 ; 类 乎 瞄 成 收 歼 简称 概 收 。 
一 一 雇 者 填 。 
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成 立 , 旭 称 画 数 殉 (*) 度 量 收 伍 於 fCz)。 
过 时 ， 按 照 菲 灰 素 戈 里 兹 的 各 号 ， 写 作 
太 (2) 一 -> 太 0)， 

利用 庚 量 收 敏 的 概念 ， 勤 具 格 定理 可 以 改 成 如 下 的 形式 。 
定理 1* 笑 收 伍 的 机 数列 也 一 定 度量 收敛 谍 其 极限 醒 数 。 
但 是 此 定理 之 道 不 惧 , 由 下 例 可 朋 。 

例 “ 当 疼 每 一 个 自然 数 为 在 [fo, 1) 上 定义 大 个 西数 

GDCD)， (2 (2)。 


1 =6[ 计 1 站 ， 
fgo(z)= 
5 站 
[特别 ，2(z) 王 1 26[0, 1)]。 将 过 些 画 数 排 成 一 烈 
8 (二 = 放 D(o)，gz 的 一 Fa 人 一 Jo)，9a(O) 一 Fo 
则 画 数 列 gw(z) 度量 收 伊 基 0。 因 和 需 如 果 PsC5) =J4o2(z)， 列 对 区 任意 
的 不 大 於 1 的 正 数 o， 


玖 19,|>o)=| 二)， 





它们 是 : 





但 此 集 的 测度 等 谎 地 ， 营 2 一 co 时 接近 於 0." 
”但 是 ,在 [0, 1) 中 任意 一 点 zo 天 傈 式 
Da(0o ) 一 >0 
台 不 成 让 。 因 篇 营 ZooktLo,1) 时, 周 定 咏 必 有 如 下 的 让 


mc| 吉 


1) 营 >1 时 ， 妈 (19 | Ze) 是 一 空 集 ,所 述 仍 摧 。 
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答 而 /2zo)=1o 换 言 之 ,党 我 们 沿 数列 
Di(2Z0)，91e( 0o0 )，G3( 00 
看 下 去 ,不 论 怎 三 样 的 下 ,和 煽 有 等 於 1 的 数 。 所 以 pnkzo) 一 0 不 能 成 立 。 
昌 征 ,度量 收 伍 的 概念 ,其 秀 围 雯 概 收敛 的 概念 估 广 ， 较 不 不 收 伍 


的 概念 更 广 。 
然则 由 
Jj (2) 一 一 > 太 2) 
所 定义 的 函数 是 否 仿 惟 一 的 呢 ? 下 面 的 定理 2 和 定理 3 是 过 个 问题 的 
从 过 。 


定理 2 ”假如 西数 列 js(z) 度量 收 化 芯 fCc), 那 未 fuCz) 也 度量 
收 化 於 对 等 於 fj(z) 的 任 一 画 数 g(z)。 

证 明 ”对 大 任何 正 数 c， 

了 | 加 一 gc)CEC 二 9g)T 瑟 | 一 用 >c)， 
因 和 如 ( f 尖 9)=0, 所 以 从 上 式 得 
ml 再 (| 太一 g| 志 co) 和 mm 再 (| 一 站 站 )， 

从 而 得 定理 之 习 。 

定理 3 ”假如 画 数 烈度 量 收 敏 武 两 个 画 数 /tlz) 与 g (z), 那 末 Fo 
对 等 试 9(2)。 

“证明 党 cc>0 时 ， 


到 (1 一 |>>oJC 大 | 记 一 了 [>> 开 ) 二 吾 (1 一 >) 9) 
因 需 点 不 局 於 右 短 任何 一 集 时 必 不 属於 左思 的 集 。 从 关 傈 
一 一 0 一 了 


可 知 (*) 中 右 泪 每 集 的 测度 当 -~>co 时 接近 堆 0 从 而 
02 五 (| 一 9 P6)=0， 
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由 是 ,从 
BCfHFODC 了 瑟 (17 一 中 > 二 (9) 
得 着 j 一 9 定理 改 淮 。 


[ 赴 : 在 必 ) 式 中 的 己 不 能 改 乱 = 。 因 和 需 当 帮 2) 一 9(2) 一 十 oo 
上 时， 2 东 不 属 庆 左 方 的 集 瓦 j 庆 9), 但 是 2 可 以 属於 召 ( 一 中产 c)]。 

由 征 理 2 和 定理 3 候 如 将 所 有 半 等 国 数 秽 乱 同 一 画 数 ， 那 未 度量 
收 化 的 画 数列 的 标 限 画 数 是 惟一 的 。 此 种 规定 在 用 到 测度 的 概念 来 研 
完 画 数 性 质 时 常 被 探 用 。 在 积 耸 学 中 头 有 大 似 的 事情 。 

跌 然 度量 收敛 的 概念 是 概 收 化 的 概念 的 拓 广 ， 伍 是 站 有 下 面 的 定 
理 。 

定年 4( 黎 斯 ) 者 酬 数列 {y 人 2)} 度量 收 化 芯 六 2)， 旭 几 有 子 画 
数列 

jh oo 0) 1<Ia<Cs< |) 

桥 收敛 庆 fc)。 

证 明 ” 取 一 烈 收 化 於 0 的 正 数 cr: 

| G1 一 03>6sg > 

驭 假设 


If 十 az 十 Is 十 … (7 0) 
是 一 正 项 收 敏 授 数 。 
现在 由 下 面 的 步 又 来 次 定 {.j(z)} 的 标 数 : 
21 < 9 < Ma < (* 
讯 取 刀 下 的 自然 数 wa: 


名 吾 (一 oa) 二 7 
《 运 种 和 是 存在 的 , 因 息 儿 瓦 (| 户 一 站 ci)->0 之 故 ) 
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然 合 取 如 下 的 自然 数 ”: 

92 | 一 帮 >z)<7o ?ia 一 1。 
一 般 的 说 : 取 人 使 它 满足 

mm 瑟 (jj 一 让 >>o)< 风 mm 


用 运 棕 的 方法 得 到 〈*)。 现 在 习 明 在 点 集 召 上 ， 户 (2z) 概 收 伍 旗 
2): 即 因 作 
Ja 一 几 2) (> ) 


在 了 中 克 乎 看 处 成 克 。 其 给 如 下 : 


EL 
品 六 


司 ii 一 2 百 ( 外 一 崩 疡 5 驴 = 由 有. 
此 一 ? 4 一 二 
四 第 三 重 8 4 的 定理 12, 从 
始 下 瑟 民 3……， 


机 


0 已 ; 一 >20 忆 . 
0 下，< 人 11 


5 一? 
和 之 1; 的 收敛 性 ,得 着 mm ->0， 序 
2 包 一 0， 
今 给 (%) 对 於 6E 瑟 一 4 是 四 的 。 因 和 需 设 ziE 卫 一 9， 则 moERi。 
帮 芝 >to 时， 
zo 蕊 再 (| 旋 ,一 Fo 
因此 ， 
174zo) 一 Fzo)1<c (82P 9) 
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因 cc 一 0, 所 以 
Je(2o) 一 Jo 
定理 共 潍 。 
上 上面 谎 过 , 勤 具 格 定理 是 度量 收敛 概念 的 基础 。 现 在 利用 本 定理 ， 
建立 下 面 很 重要 的 一 个 定理 。 
定 到 "( 业 果 洛 夫 ) 裔 在 可 测 集 妃 上 有 一 列 概 篇 有 限 的 可 测 画 
荐 : 
思 ( 和 ja 
过 一 歼 画 数 在 怠 上 概 收敛 放 概 短 有 限 的 可 测 画 数 jz)。 
在 上 假 设 下 ,对 於 任 一 正 数 2 存在 着 如 下 的 可 测 集 页 ; 亚 刀 : 
1) ?2 五 ; > 再 一 8 
2) 在 瑟 上 ， 太 (xz) 一 致 收 合 於 .Fe)。 
证 明 ”在 芒 明 勤 具 格 定理 时 已 屋 : 设 >>0， 
7)= 2 吾 (| 户 一 让 ch)， 
期 和 有 (CIG)->0 (2 一 >oco)，。 (] ) 
任 取 收 后 正 项 胃 数 
11] 十 7 十 7 十 ……: (7 .>0) 
和 正 数 列 cu: 
G1D>0Ioe 人 >GI3D>… ， jim c; 一 0. 
由 《17) 对 从 每 一 个 目 然 数 5 有 如 下 的 自然 数 ur: 
.La 人 G;) <<71 
假如 取 加 使 
了 177;< 0， 


4 一 人 
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6C 一 了 民 ， (an ) se 


i 一 各 
那 末 mmE < ， 
现在 发 明 
玫 一 忆 一 6 
就 是 适合 了 ，2) 的 一 集 。 因 乱 和 杰 >m 瑟 一 9 是 明显 的 ; 所 以 只 要 
证 明 刀 (O) 一 Fz) 在 肋 上 一 和 致 的 成 立 就 行 了 。 
对 放 任 一 正 数 s, 取 ，，, 使 痛 是 
4 ，03<E， 
现在 要 性 明 , 和 营 8 对 亦 所 有 的 2 82 有 us 成 站 着 
-on) 一 Jo <<s， 
事实 上 ,ZE 了 肪 时 2zEe。 因 此 ,ZER co。 
换 半 之 ,项 6>>mu 时 ， 
ZE 玖 (| 访 一 首 关 ao， 
泛 殉 是 说 ; 
Lo 一 Fo | <<c 《2 
征 而 
Jo) 一 8) | <e 《2 
“此 地 的 mw 只 熏 。 有 关 而 册 ” 是 无 关 的 ,所 以 在 脉 上 ， 妃 (c) 一 致 收 伍 
於 fw) 。 


SS4 可 测 函 数 的 楼 造 


在 研究 某 种 本 数 时 ， 必 然 会 想到 下 面 的 问题 : 可 梧 将 蔷 画 数 用 更 
简单 的 画 数 来 荡 示 9 或 是 来 近 扎 。 
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例如 多 项 式 的 因子 分 解 ,有 理 数 之 化 篇 蕊 科 分 数 ,以 及 将 连 先 两 数 
用 妖 航 数 或 三 角 夯 数 来 表示 ， 等 等 ， 都 是 将 原来 的 问题 简化 形式 的 例 
于。 

在 本 和 节 中 ,我 们 要 共用 连 秆 本 数 来 近 迫 可 测 丁 数 的 全 个 定理 ,从 遵 
些 定理 可 以 明白 可 测 函 数 构 造 上 的 基本 性 质 , 群 见 下 面 定理 4。 

定理 人 负 /xz) 是 在 互 上 所 定义 的 概念 有 限 的 可 测 画 数 , 那 末 回 
负 尾 意 的 正 数 s 存在 一 个 如 下 的 有 界 可 测 本 数 9g(z): 

2 了 (了 0) <8. 
诅 明 时 
4 一 下 刀 > 人 QQ= 五 (| 站 = 十 cc)， 
则 和 由 候 改 ,mg 一 0。 但 由 关 作 
4 一 4 一 4。 一 von。 
包 一 并 4 
X 一 1 

得 (第 三 章 8 4 定理 12) 


im 74 一 入 久 一 0， 
下 ee 


所 以 有 如 使 
00.45 <8， 
今 在 如 上 定义 如 下 的 画 数 9(o): 
Fz) XE 巨 一 4 ， 
0 7E 4 
画 数 yo2) 是 可 测 的 , 业 且 是 有 界 的 。 事 实 上 
19(2) | 和 10 
已 (jf 关 扫 一 4 


9(2) 一 | 


定理 余 蛙 。 
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过 个 定理 表示 : 概 乱 有 限 的 可 测 本 数 ， 答 它 的 定义 能 转 除去 一 偶 
测度 任 司 小 的 集 , 成 一 有 人 务 可 测 函 数 。 

定义 设 八 2) 是 在 必 上 定 闵 的 机 数 。 设 zo6E 刀 ,jzo) 寺 士 oo。 
在 下 面 二 种 和 情形 之 下 : 1) zo 是 卫 的 孤 让 点 ; 2) 2Zo6E 也, 党 Do->2Zo) 
2 人 石上 时 ,天 傈 . 几 2o 一 . 几 zo) 常 成 立 ; 称 jz) 在 点 wx 是 连篇 的 。 

如 果 jJ2) 在 五 上 每 一 点 是 连续 , 旭 称 /2 ) 在 五 上 和 需 圳 炉 。 

补助 定理 1 设 忆 FF 是 两 十 不 相交 的 ?个 隔 集 ,在 它们 
的 和 集 


御 
太 - y 丙 
天 一 T 


上 定义 着 画 数 2 )。 假 如 PCZ) 在 每 一 瑟 上 取 常 数值, 那 末 202) 在 
上 上 是 连 入 的 。 

证 明 设 2o6E 忆 0 一 0，07C 了 了 

因 4 是 于 集 ,所 以 zo6E 了 了 上。 因此 必 有 五 含有 zo。 又 因 到 之 间 两 
十 不 相交 , 所 以 如 果 夺 m, 旭 2E 有 又 因 床 需 一 期 集 , 所 以 zo 必 非 
上 的 极限 点 。 

由 是 昌 烈 《zi 中 ,项 多 只 有 有 限 个 的 点 属於 Fr 二 人 )。 因 此 {z;} 
中 的 题 , 它 属 於 

1， 了 下 人 1 下 1 厂 ， 
中 条 一 个 集 的 ,其 公 体 只 有 有 限 个 。 设 加 是 最 后 的 一 个 , 序 沉 ? 之 加 时 ， 
2 C 天 mn 
由 假 疫 ，2%42) 在 每 一 个 2 上 取 常 数 , 帮 当 ?> 加 时 
PC2i) 一 PC2o)， 

补助 定理 1 由 是 全 时 。 

补助 定理 2 设 了 上 是 含 在 [ww 2] 中 的 财 集 。 设 PCx) 是 在 玉 上 


工 20 可 尝 加 数 及 


本 | rr ai 


所 定 费 的 连 灶 本 数 。 那 末 在 [c, ] 上 可 以 定义 如 下 的 函数 久 z): 
1) #p(x) 是 过 和 米 的 ， 
2) ZE 时 凡 2) 一 PC2)， 
3) max|y%(Z)| 一 max|lP(Z)|。 

证 明 发 fa，p6] 是 包 合 王 的 最 小 开 区 闻 。 人 和信 使 所 要 求 的 函数 

4(z) 在 [w，p] 中 已 有 意 闵 , 那 末 里 
Pa)， 2ELX，aj 
fo-| 
PC)， ZE46， 0 
又 后 ,就 得 到 所 要 求 的 画 数 Yz)。 

因此 ,我 们 不 妨 假 设 [ac，2] 就 是 包 合 由 的 最 小 围 隐 间 。 

如 果 五 =[La 2] 出 定理 不 必 攻 有 明 。 若 三 地 [Lo 0 划 [co 人 一 二 
是 有 限 个 或 可 列 个 不 相 重 登 的 区 间 之 和 ， 其 中 任 一 区 闻 的 两 端 都 属於 
7Z。[c， 中 一 刁 的 每 个 构成 区 关 称 需 上 的 余 区 间 。 

今 作 8Z) 如 下 : 党 ZEE 上 肝 ) 合 办 2)=P2) 在 也 的 每 个 创 
区 间 上 VCz) 是 入 性 的 ,利用 端点 的 函数 值 保持 它 的 连篇 性 。 於 是 凡 2) 
在 [&，2"j」 上 和 完 至 定义 好 了 。 

现在 要 冲 明 %zZ) 在 [ce, 2 上 是 一 连 种 画 数 。 题 然 的 ，La, 2.] 一 达 
中 的 点 都 是 连 逢 点 。 今 设 zo6Z， 可 以 性 明 %z) 在 2 是 左 方 连 芒 的 
〈 右 方 过 米 的 司 明 和 完全 相 衍 )。 

若 2 是 宙 的 茶 个 余 区 疗 的 右 端 ,其 %z) 在 zo 坊 兢 方 连 丢 ， 由 
yz) 的 定 尺 了 吏 可 了 明日。 

假设 Zo 不 是 4 的 从 区 间 的 右 端 。 设 

Xi < Oo < os 一 
是 一 列 收 化 於 zo 的 糙 烈 。 如 果 
VE (2% 一 1 2, 3… … 7) 
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那 末 利 用 p (2) 在 达 上 的 连续 性 ,得 
由 Com) 一 0 (2m) 一 OZo) 一 出 (Zo) ， 





今 不 妨 吏 
2 蕊 态 (% 一 ,2,3， .--。， ) 
时 来 讨 花 。 此 时 2 一 定 含 在 某 一 个 余 区 闻 (ay KU 之 中 , 琵 且 和 << 
〈 因 篇 z 不 是 任何 余 区 闪 的 右 端 ) 。 仿 发 
和 OHNT( 和 一 工 3201) 2041 人 Ai， 
天 zxi 双 必 命 在 另 一 个 余 攻 间 (sas，Ha) 之 中 ,站 且 内 <zo 。 将 此 种 手 
续 粒 和 线 进 行 , 得 到 一 列 余 区 间 列 
(CN ，1) (Na Ha) ，( 人 se) 》 


过 是 有 吸 次 的 目 左 而 右 的 区 间 : Al < <Xa <Ha <…… ， 冰 且 
2z5EG (CN 1) (一 -1 十 2) 。 
征 
02a /LU<IO0 
得 
1 一 90。 
又 徐 
Ai 委 和 <0o 
得 
入 一 0。 


但 是 几 和 记 都 是 三 的 凤 。 由 及 已 经 说 明 的 事实 ,知道 
limyOO=limydo)=co， 
由 V(c) 的 定义 , 在 下 的 每 一 个 余 区 闻 内 是 乏 性 的 ， 所 以 册 (Cp) 
的 数值 必 介 乎 则 0 和 由 ao 之 间 。 因 此 
limy(zo) 一 (co 
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大 是 , 炎 (z) 是 连结 的 。 

由 炎 (2) 的 定义 ,在 集 下 上, yz) 等 慌 p(Z)。 

最 和 谷 , 根 据 伐 泵 斯 觅 上 劳 司 定理 ， 吉 和 纺 夯 数 j(z) | 在 [ae, 申 上 某 一 
旧 一 定 取 到 最 大 值 ， 即 max | 炎 (2) | 。 汉 种 使 | 风 (2) | 取 最 大 值 的 点 一 
定 属 基 卫 , 因 篱 (2) 在 了 的 余 区 间 内 是 稼 性 的 。 因 此 ， 

max| 册 (2) | 一 maxz|9(2z) | ， 

祖 助 定理 完全 苹 蛙 。 

定理 2《〈 汉 雷 耳 ) 蔽 Jo) 是 在 了 一 [cc， oj 上 所 定义 的 概 乱 有 限 
的 可 测 画 数 。 对 礁 任 何 一 正 数 cc 熏 s, [ec,， 5 上 有 过 秆 函数 沙 z) 适合 

mm 五 (| 太一 由 人 rc)<8. 
如 果 同 时 |.fFo) | 委 玫 ， 那 末 可 以 喷 取 上 面 的 小 2) 使 它 氏 足 
Go) | 和夫 五 。 
奏 明 ” 先 坑 | /co) | 入 乓 。 
固定 c 由 es, 取 自 然 数 m”, 使 


么 一 c， 
7 





4 一 二 


人 


脉 = 如一-K<syJ< 寺 玉 ) G 一 1 一 mw 2 一 mm 一 全 





儿 一 荆 
刀 ,-- (一 玖 < 太 < 克 ) 
上 上述 莘 第 都 是 可 测 的 ,站 且 趣 二 不 相 区 。 因 此 


[c, 引 = > . 


“一 虐 一 外 
对 从 每 一 个 了 作 如 下 的 闭 第 ZiC 


ma 肌 >>m 救 一 元 
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这 
FF= 史 Bi 


?二 一 多 
那 末 ，[w， 卜 一 卫 = 2 (2 一 4 因而 
00 一 0 < zs. 
现在 在 也 上 定式 如 下 的 画 攻 ZX): 
98(2) = 一 开 ， < (一 1 一 加 .…,)， 


由 补助 定理 1, Z42 ) 在 二 上 是 连续 的 ，|Z(2) | 委 天 。 沼 26 时 
( 因 万 瓦 1)， 
xz) 一 PCZ)| < 
应 用 补助 定理 2 在 [co 0] 上 作 如 下 的 连续 画 数 凡 z): 当 ZE 
蛙 ，Y%(C2z) 一 PC2)， 12) 委 天 。 
由 
及 一 昌 Po)CFo 0 一 了 
知 %2) 序 乱 所 要 求 的 函数 。 定 理 当 jz2) 需 有 界 时 , 惟 明 已 果 。 
假如 .六 2) 不 是 有 昼 本 数 , 那 末 利用 定理 1, 可 以 作 有 办 可 测 画 数 
%2) 通 合 扒 
人 再 (j 尖 9g)< 本 ， 


将 关头 有 务 本 数 的 糙 果 用 到 本 数 94z2)， 帮 得 [cc， 2 ] 上 上 如 下 的 违 
入 画 数 .%ZD): 
mm 再 (19 一 销 | >5)<- 


由 
了 一 男 oO) 世 下 寺 9g) 十 吾 ( 人 9 一 四 关 了》 
知 久 (2 ) 是 一 所 求 的 图 数 。 


24 [ 多 图 数 | 


系 ”对 蕉 在 [c, 2] 上 定义 的 概 篇 有 限 的 可 测 画 数 败 2)， 存 在 着 
连 轩 画 数列 2) 度量 收敛 於 人 败 z)。 
乌 明 取 琴 个 收 化 於 0 的 数列 : 


21 >8 人 >E5 De ， En 一 > 0 
对 评 每 一 个 ?4 作 韦 和 续 画 数 yz) 使 
0M2 奋 (| 一 知 | 2co)< sr 
因 篱 对 放任 意 的 5c>0， 必 有 ?0: 当 4>P20o 上 时，cs<c。 对 和 饼 才 
种 9 
盏 (| 一 加 |>c) 记 百 (| 一 加 | 仑 co) 
由 是 
多 (2) 一 一 > J 2)。 
辟 明 完 半 。 
当 藤 《22 儿 应 用 $ 3 的 黎 斯 定理 ,存在 着 概 收 敏 庆 .Fz) 的 速 
敌国 数列 {bp(2)}o 由 是 ,得 
定 还 J( 旨 力 许 ) 对 於 在 [c，2] 上 定义 的 概 估 有限 的 可 测 画 数 
几 2)， 存 在 着 概 收 敏 姑 几 z) 的 连续 西数 烈 。 
利用 过 个 定理 ,可 马 必 朋 下 面 很 重要 的 定理 。 
定理 4( 谨 阐 ) 说 人 2z) 是 在 妃 =[o D] 上 所 定义 的 概 乱 有 限 的 
可 测 本 数 。 光 放任 一 正 数 3, 有 过 续 本 数 (2 ) 通 合 
用 ( 广 寺中 < 让 
特别 , 营 jj2)| 委 五 时, 草 可 取 上 面 的 (2) 使 它 满足 
12(z)| 委 天 . 
促 明 ”由 划 力 许 定 理 , 有 违 敌 函 数 刻 
PICY)，9aC2)，93(Z) 


se 
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概 收 敛 蕉 几 z)o。 又 由 全 洒 洛 夫 定 理 , 存 在 着 如 下 的 集 瑟 5， 
?1 邦 ) 5 一 5 一 二 


在 瓦 ; 中 天保 
Pak2Z) 一 汶 人 人 ) 
一 臻 地 成 立 。 

由 解析 皖 中 之 一 定理 2 可 知 几 2) 在 五 上 是 连续 的 。( 慈 不 是 
说 将 j 几 z) 看 作 在 Lc， 0] 上 定义 的 夯 数 时 . 败 z) 在 上 是 连 入 的 , 而 
是 说 :将 . 败 2) 看 作 在 s 上 定义 时 是 一 连 先 函数 )。 

取 五 ; 的 财 子 集 刀 使 

21 妈 碎 一 可 


如 果 将 故 <) 看 作 仅 在 4 上 所 定义 的 话 ， 那 末 作 z) 是 一 连续 画 数 。 
再 应 用 补助 定理 2 我 们 可 以 在 fo, 2]j 上 找到 如 下 的 连续 西数 F(z): 
当 26 时 ，2(2) 等 於 败 2)。 因 上 ， 

吾 ( 太 夭 PJCfa, 0 一 加 
因 六 如 (了 夭 9) 系 2 所 以 PC2) 是 所 要 求 的 函数 。 

如 果 |jz)| 和 人， 那 示 对 芯 中 的 点 <， 此 不 等 式 党 然 也 成 立 。 
所 以 由 定 助 定理 2 有 如 下 的 F(z), 124zJsK。 

定理 因此 完 人 至 改 举 。 

处 淘 的 定理 可 已 改写 乱 : 概 需 有 限 的 可 测 函 数 除了 一 个 测度 可 任 
总 小 的 集 而 外 ， 乃 是 连 米 的 。 有 些 著 者 即 藉 此 重要 性 质 来 定义 可 测 画 
数 。 不 杂 屋 明 过 十 种 定义 是 等 从 的 。 合 者 特别 指出 可 测 画 数 与 连续 责 
数 有 密切 的 天 傈 。 


1 对 的 在 Le，pi 于 定 闵 的 过 搜 画 数列 ,如 果 一 致 收 仇 共 /zz) 的 首 , 则 /(z) 是 速 纺 
的 。 葡 通 书 上 多 从 此 定理 的 广 明 中 只 褒 到 区 轴 ,实际 上 可 以 拓 广 之 藉 任 何 集 。 
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亚 
上 PR si 和 -easily 肝 eeeeeeeeesieaiuiiaiaiigpuePPaegpegpeeaisieibierFpuPIPPPEeaioepegiepi 


3 5 伐 玫 斯 腕 劳 司 的 定理 


在 上 一 季 中 我 们 交 了 玉 多 用 速 畦 画 数 来 接近 可 测 画 数 的 定理 。 现 在 再 行 深入 - 步 。 可 先 
用 多 项 式 来 近 迫 速 辕 画 数 , 然 合用 多 项 式 来 近 迫 一 般 的 可 测 画 数 。 

篇 此 目的 ， 普 先 询 沁 伐 儿 斯 觅 劳 司 的 定理 。 示 个 定理 自身 也 是 很 重要 的 。 我 们 依照 误 轧 
赂 坦 的 荆 法 来 雹 明 它 。 

得 助 定 理 1 下 而 是 一 香 等 式 : 


外 
及 orzx1-2) =1. (1) 
六 一 站 
事实 上 , 於 书 等 式 


入 
(5 十 D)3 一 人 Cra6 
上 一 0 
置 三 zz，2 三 1 一 z， 即 得 (1)。 
囊 助 定理 2 ”对 蕉 所 有 的 袜 数 <， 成 立 着 不 等 式 


儿 
大 号 此 人 一 帮 
人 CAZ 一 MO) OAIT 一 2 ) 


和- (32) 
二 0 
趴 明 ”将 等 式 
忽 
人 Cyz 一 (1 二 2) 《3) 
站 一 0 
关 芭 2 微分 ,再 梁 以 2z， 妈 得 
多 
人 5Crz =nz(1+6) ”， 《4) 
此 二 站 
兰 (4) 式 关 贡 z 微分 再 乘 以 z， 乃 得 
名 
人 5 Cvz 一 na(] 二 nzy(1 二 zy) ”， 《后 ) 


帮 一 0 
於 43)，(《4) (5)， 置 
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和 后， 再 乘 以 ( 一 2j)ni 力 得 


> Otzx(1 一 oz” 一 1， 《6) 

荆 OK (TI 一 z) 1 一 世 和 ， (7) 

王 CUrr (1 一切 "一 oz 人 1 一 十 nz)。 (8) 
= 


玉 2 采 (0)，-2022 溢 (7)，1 习 (8)， 然 征兆 过 祖 加 ， 力 得 


忌 (无 一 7 和 ) “OK 2 (1 -2 一 7zl1 一 2) 
K=0 


因此 所 要 的 不 等 式 的 伍 明 ,租车 到 建明 
ztT 一 2) < 工 . 2 


簿 是 很 明 蜂 的 率 , 姓 明 完 蛙 。 
定义 1 避 八 z) 是 在 [0,，1 上 定 闵 的 有 限 画 数 。 称 下 面 的 多 项 式 


Bn(o)= 荆 j 帮 过) Ca 一 o (9) 


埠 员 人 於 7J(z) 的 襄 恩 斯 坦 多 项 式 。 
定理 1 〈 疹 恩 斯 坦 ) 假如 (2) 在 [0， 已 上 是 一 回 楼 西数 ， 则 党 ”一 >o 时 ， 关 保 
2oa(z) 一 | (z) 《10) 
一 致 地 成 立 。 
答 明 遇 
M=max |J(z) | 
圣 於 正 数 6， 有 正 数 和 党 1z 一 允 | < 了 时 ， 
yz -jz <e。 
设 zE[0，1]， 由 ( 蕊 得 


j(z)= 立 了 (z) CEpk(L 一 ao 。 
jn 


D 下 4xz2-4z 十 1= (2z 一 1)2>0 即 得 TI> 和 类 代 -2). 
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从 而 


[Bu(z)-/(z)| 生 人 位)-7(a| obes-zy 
玫 一 曲 


将 下 面 的 整数 6=0,1,2，…ym 分 成 4 和 瑟 雨 部分: 
委 -az <5 时 ，E4， 
曲 之 一 > 上 时， 友人 五， 
因此 党 4E4 时 ， 
(人 -To|<。 
由 神助 定理 工 


互 1()-1o| oo do < Zoo < 
“ 赃 


se > cnz (1-z) =。 
& 一 0 
若 5EB, 则 
(8 一 0) 


1 


1 





由 补助 定理 2， 得 
史 | 7 人 -7 .omed-ame< 
已 


2. 广 
< 





之 (4-naz) Cnu (IT-z) “< 
五 


折 
< 之 (oz) Cna (1-z) < - ， 


和 2 
站 一 [ 


起 合 〈(11)，(12》，(《13) 三 式 , 得 


27352 





风 ) -一 寂 必 型 字 
| Ba(z) 一 (oz)1< 二 25， 2E[0,1]. 


4 
取 世 > 2 划 香 


| 五 2) 一 了 2z) <2e. 
定理 一 哇 。 


《11 ) 


《12 ) 


《13) 
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Risio 和 ， 


定理 2 ( 伐 尔 斯 腕 劳 司 ) 人 酸 所 z) 是 在 [ca, 0 上 定义 的 速 粮 盐 数 。 那 末 对 艾 任 意 的 正 

数 上 , 存在 着 多 项 式 已 (2)， 使 不 笑 式 
|7 oo) 一 忆 (2 < 
在 La, 思 上 一 至 地 成 立 。 
姐 明 ”假如 ja, 好 =L0,1]， 草 本 定理 是 杠 恩 斯 坦 定理 的 烙 果 。 裔 [a, 菇 池 [0,1, 则 
2 的 酚 数 
J La 二 22 一 0 

在 [0, 卫 上 着 如 粮 的 。 所 已 有 如 下 的 多 项 式 @(y) : 
[JeTYyG 下 -4 1 <e 0<y<1l， 


若 ZE[a, Dj]， 





,1 ， 因此 
7 -0 (2) 


所 以 ,Po) =@[2 就 是 所 要 的 多 项 式 。 


< 





军 伐 评 斯 脱 和 司 定理 ， 波 雷 耳 定理 舆 瘦 力 许 定理 都 可 改进 它 的 形式 ，( 但 氏 漳 定理 不 
行 1) 例如 昔 力 许 定 理 可 以 写成 

定理 3《〈 菏 力 群 ) 机 Jz) 是 在 La， 2] 上 定 瘟 的 概 乱 有 限 的 可 测 函 数 ， 那 未 存在 着 一 
列 多 项 式 列 概 收 艇 艾 Jz)。 

本 明 襄 [fpon(2)j 是 概 收 骨 於 7(z) 的 连 炉 玫 数 烈 。 又 珊 Pu(z) 是 如 下 的 多 项 式 : 


| Pn(O2 一 OnfZ) | < 二 ， x<<Z 坪 2. 


那 未 [Pr*(z) } 如 乱 所 要 的 多 项 式 列 。 因 篇 当 bu(z)->j(z) 时 ,当然 Pu(z)-Fz)。 定 理 
姓 时 。 

对 於 波 雷 耳 定理 的 改 绝 , 语 者 可 以 自行 写 出 。 ( 且 可 保持 |Pn(z) | 和 sup|7(z) | 的 录 件 ]) 

对 於 具有 通 期 的 回炉 画 数 ,可 以 利用 三 角 多 项 式 来 近 迫 。 此 事 与 定理 3 当然 有 密切 的 并 
保 。 

定 装 2 ” 称 醒 数 


儿 
7 (o) =4 十 人 (az eos jz 十 2 sin Na) 
大 一 了 


垮 2 次 的 三 角 多 上 须 式 。 
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入 0 六 一 二 0 二 0 上 时，Z(2) 是 一 偶 画 数 , 可 以 适 它 做 余弦 多 项 式 。 

斑马 定理 3  a%) 画 数 cogktz 可 以 去 篇 余 嘴 多项式。 

2) 如果 人 2) 是 一 三 角 多 项 式 , 则 ZTCz)Hinw 也 是 三 角 多 项 式 。 

6) 如 果 TU2) 是 一 三 角 多 项 式 , 则 ZTC2T+a) 也 是 三 角 多 项 式 。 

杂 明 从 略 。 

稍 助 定理 4 讽 作 z) 是 在 [0，x] 上 定义 的 违 标 画 数 , 则 对 从 任 一 正 数 。， 存 在 着 捕 
弱 多 项 式 T4z)， 使 不 告 式 

| 作 z) 一 人 zz)|<e。 

沼 0<v<r 时 成 立 。 

性 明 将 /arcceo8s2y) 看 作 2 的 画 数 , 则 在 上 -1， 十 匡 上 是 违 炉 的 。 因 此 ， 有 多 帝 


拓 
式 》 apyF 使 不 等 式 


六 一 0 
锥 


Carocoa y) 一 力 Cki Ca 
帮 一 必 
对 公所 有 的 GEL 一 1， 十 1] 成 立 。 


符 ZE[10， zj]， 则 os zxE[ 一 1， 十 芋 。 因 此 ， 


的 


17 (oz)- 六 azeoakz|<e 
太一 二 


由 和 祖 助 定理 3，eceo8g 2 是 一 欠 弦 多 项 式 。 由 是 定理 得 霜 。 
有 ”假如 具有 遇 期 2 的 倡 夯 数 故 z) 不 钝 是 过 和 周 的 ， 那 未 有 三 角 多 项 式 下 (2) 使 不 
等 式 
17(z) 一 TGz)|<e。 
三 层 成 了 。 
事 责 上 ,在 L0，yjJ] 中 ,有 多 站 多 项 式 Zz) 使 上 式 成 立 。 现 在 /xz) 和 与 罗 0z) 都 是 偶 
同 数 ,因此 ,上 式 在 [一 r， 0] 上 也 成 立 。 最 后 ,由 共 拨 z) 一 人 2) 的 通 期 性 ,不 等 式 处 处 成 立 。 
定理 4 ( 伐 角 斯 胶 劳 司 ) 诅 J(z) 是 一 个 通 期 篇 ar 的 速 悉 的 明 期 画 数 , 那 未 对 於 任 - 
正 数 e， 必 有 三 角 多 项 式 Tz) 使 不 等 式 
1 jz) 一 TCz)1<a 
舟 成 成立 。 
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经 明 ”由 补助 定理 4, 对 从 侣 因数 
jz) 十 几 一 2)，[LJz) 一 所 一 2) Jaina 
有 如 下 的 多 项 式 a1(2) 和 了 多 7) 
JUz) 十 几 一 z) 一 Ti(z) 二 az) [72) 一 帮 一 2)]sinz= 人 和 (2)+as(z)， 
其 中 


ea(Gz)| <7， les(2z)| < 二 . 
对 从 上 面 两 个 不 等 式 ， 第 一 式 滁 以 3 dins <， 第 二 式 科 以 了 Min z, 然 征 思 过 相 加 得 着 


jz)8in z=Ta(2) 十 BRzZ)，| BAz) | < 
其 中 s(z) 是 一 个 三 角 多 项 式 。 
章 模 的 精 果 对 於 任何 一 个 加 村 的 过 期 画 数 是 贤 的 。 因 此 对 失 画 数 ] (一 了 ) 也 是 深 的 。 
今 股 


1 (= 一 号) sin*o=Ta(z)+y(2)， 17(2)1 < 三。 
状 此 ,将 = 换 急 = 十 了 ， 力 得 


(zeog2az 一 Ts(z)-+5(z)， 15(z)| < 立 。 
四 此 ， 
作 z)=Ta(z) 二 sz) 十 BRZ)TBR2)，1B(z) 二 zz)i< ae 
由 是 得 着 所 求 的 三 角 多 项 式 Ta(2) 十 和 (Cr)。 
此 九 我 们 中 然 浸 有 把 定理 4 连 旭 到 可 测 画 数 的 理 给 ,但 是 以 和 后 将 会 看 和 到， 个 定理 是 非 
冰 重 要 的 。 


第 四 章 的 避 题 


1， 若 Jnz) 一 人 人 几 w)，9gn(2) 一 -全 902)， 则 Jo(z) 二 gu(z) 一 -> zz) 二 0z)。 
2 设 jz) 一 -人 12)， 欠 2) 是 概念 有 限 的 可 测 画 数 , 则 Jrz)Jg(z) 一 ->J(z)g(z)e 
3 公 在 百 中 每 一 点 趋向 欢 二 ce 的 画 数 列 ,建立 夺 果 洛 夫 的 定理 。 

4 存在 以 多 项 式 优 项 的 级 数 ?xz) 十 psz) 十 pa(2) 十 …… 具 有 下 列 的 性 质 : 对 共 在 
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[e,， 2] 上 所 定义 的 任何 一 个 连续 画 数 /2 ， 可 以 将 此 级 数 由 项 的 坑 供 〈 但 不 垦 更 其 吓 序 ) 


使 级 数 福 [posi(z) 十 … 十 priii(2)] 在 [a, 菩 上 一 致 地 收 辑 藉 /(z)。 
一 了 


5. 一 列 概 篇 有 限 的 可 测 夯 数列 户 (z) ,fa(z) ，…… 要 宪 庆 量 收 艇 的 必要 且 充 从 的 杀 

件 是 : 圣 苍 任何 正 数 5 和 6 有 如 下 的 六 : 党 1%>N， 他 > 人 时， 
M 殖 (| .Js 一 oj| 关 5) <t， 

( 黎 斯 ) 

6 在 让 起 耳 和 东 力 许 定 理 中 , 假设 定义 的 寻 区 间 是 [- r, 十 中 ， 那 末 在 所 迹 的 蒜 果 中 
可 以 将 三 角 多 项 式 代 蓉 速 纺 画 数 。 

7 可 列 个 可 测 枉 数列 的 上 上 辽 界 画 数 是 可 测 冰 数 。 

3， 刘 果 对 大 任意 固 定 的 2 党 一 co 时 


7100 (oO 一 》j 0 (z)， 
而 党 "一 co 时 是 


0 (o) 一 >》 jz) ， 
那 示 在 {J 名) (z) } 中 可 以 选取 责 数 列 度 量 收 侣 扒 /(z) 


9， 在 上 题 的 伐 述 中 , 如果 特 所 有 庶 量 收 人 施政 乱 普 通 的 收 煞 , 则 所 述 不 成 昌 理 。 
10， 敲 帮 芒 是 在 也 = [a， 2 上 所 定 闵 的 概 坊 有 限 的 可 测 王 数 。 那 末 [c, 妇 上 有 如 下 
的 昌 纲 城 少 可 数 gt0): 吉 保 mm 五 (9>2) 王 on 如 (J>z) 对 於 任何 实数 z 成 立 。 
霸 。， 设 7/ 是 在 五 = [ac， 2 上 所 定 入 的 概 乱 有 限 的 可 测 男 数 。 那 末 有 唯一 的 数 天 使 
两 关 傈 


Wi 万 (/>)>>2 二 2 和 如 到 (/>> 再 <<2 9( 妞 > 力 都 成 立 。 


《 康 胶 洛 灯 麻 ) 
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$ 工 又 具 格 积分 的 定 尺 


柯 西 所 答 的 和 后 来 由 黎 曼 发 扬 的 老 的 积 从 定义 可 壕 如 下 : 设 .jz) 是 
在 La.0j 上 所 定义 的 有 限 本 数 。 将 [ao] 用 修 点 
20 一 <<21<CTo< < 一 0 

从 成 若干 小 区 有 天, 在 每 一 个 小 区 半 [zxr, wzrt] 中 任 取 一 旧 头 , 作 黎 曼 和 


旬 一 芋 


5 一 》J 丰 ( 束 )(COx+i 一 0)。 
天 一 人 0 
和 营 
入 一 IIRXAZE+1 一 05) 
站 近 南 0 时 ,如 果 c 接近 南 一 个 有 限 的 极限 了 而 县 了 工 的 数 佳 是 和 [ab] 
的 分 法 以及 姑 的 取 法 都 急 关 的 话 , 那 未 称 此 极限 工 是 JCz) 在 [ec2 上 
的 黎 概 积 人 东 。 用 记号 


1 (zz 
表示 此 积 牙 。 有 时 需 了 与 其 他 积 修 改 别 起 见 , 关 认 黎 曼 积 修 ， 写 篇 
四 
CB) 1 Ja)az， 


存 企 着 黎 紧 各 耸 的 画 数 称 需 依 黎 曼 意义 可 积 的 画 数 或 称 需 ( 尺 ) 可 
和 柄 本 数 。 jz) 需 ( 尼 ) 可 积 的 必要 条件 是 : 7(z) 需 有 界 画 数 。 
柯 西 侍 已 吉明 连 灶 夯 散 是 (已 ) 可 积 的 。 但 是 也 有 ( 刁 ) 可 积 的 不 连 


《133) 
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ee 


车 西数 。 例 如 日 贡 不 连续 本 数 是 (及 ) 可 积 的 。 
我 们 也 容易 找到 有 界 丽 数 而 不 是 〈 玉 ) 可 社 的 。 例 如 在 [0， 可 上 
定 闵 如 下 的 画 数 4y(z) ( 称 答 迪 列 克 求 本 数 ): 
党 “是 有 理 数 时 ，y%(z) = 1 
党 二 是 无 理 数 时 ，%(z)=0. 
”站 个 画 数 不 是 ( 忆 ) 可 积 的 , 因 需 如 果 取 所 有 的 瑟 均 需 有 理 数 刚 c= 1， 
如 果 取 所 有 的 京 均 坊 乱 理 数 则 =0。 
这样 看 来 ， 黎 曼 积 从 的 适用 和 范围 是 相 党 狭 险 的 -甚至 一 个 很 箱 
四 的 画 数 都 不 能 够 积 范 。 花 将 其 原委 详 址 分 析 如 下 。 
事情 是 这样 前 : 黎 螺 和 的 作成 , 妃 是 将 [ac, 妇 从 成 [zoz],「zitzo]， 
… 六 0-D2Zn ] 有 限 个 小 了 区间 ( 今 以 eo et er 记 之 )) 在 每 一 个 妈 中 寻 
取 一 点 3 作 瑟 积 . 八 8)oex 的 和 : 


及 一 芋 


5 一》 JE)7265. 
4 一 0 


假 旭 5 有 树 限 ,而 此 极限 和 伍 芯 的 取 法 无 天 的 话 , 黎 曼 积 人 落 才 存在 。 换 
一 句 谢 说 : 此 时 ee 中 每 一 点 ” 都 可 以 取 作 名 ， 而 过 种 点 的 改 委 要 半 
蕉 sa 不 起 显著 的 作用 。 过 件 事 情 , 只 有 当 7 总 ) 册 亲 的 改 孝 所 造成 
的 差 标 微 时 才 有 可 能 。 所 可 注意 的 ，er 是 很 小 的 于 区 间 [zwztsi 所 
马 ex 中 相 里 的 点 是 很 接近 的 。 

如 果 丁 数 .fxz) 是 连 乱 的 话 , 那 示 党 ” 的 两 佳 很 相 搂 近 时 ， 它 们 
所 对 应 的 责 画 数值 也 很 相 接近 。 所 以 当 名 在 ee 上 静 动 时 ，c 的 杰 化 
其 小 。 但 是 央 认 不 连 芒 画 数 ， 情 驶 就 大 不 相同 。 

换言之 ，e 的 构成 是 过 样 的 :只 有 党 .f(z) 是 连续 丙 数 时 ， 才 可 以 
拿 所 普 ) 来 代表 西数 在 ee 上 的 数值 。 

因此 , 黎 曼 积 从 的 定义 可 以 看 作 专 门 需 连续 丽 数 而 作 的 , 加 放 其 他 
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的 函数 偶 或 也 可 通用 。 不 过 肪 后 我 们 将 要 看 到 ，( 人 已) 可 积 的 图 数 不 能 
“本 不 连结 

”和 霜 了 要 把 积 从 过 概念 推广 到 更 多 的 西数 上 去 ， 蔓 具 格 提 出 了 另 一 
厦 各 从 的 方法 。 过 方法 不 是 把 0Oz 惠 上 很 所 近 的 2 取 人 同一 个 6 而 
是 把 画 数 得 很 相近 的 < 取 人 网 一 个 ee。 勤 员 格 将 [cb 中 的 点 给 蕊 如 
下 的 分 法 : 谢 帮 2) 的 一 切 画 数值 介 乎 4 鞭 妃 之 间 。 於 [L4,. 有 5] 中 播 人 
从 点 

4=2Y<i<…<3 加 一 已 ， 
而 分 
ai 一 瑟 (os<C < 

假如 镶 ri 一 铸 很 小 , 那 末 显然 的 兰 放 同一 加 集 s 中 的 两 点 ,所 对 应 
的 本 数值 也 其 近 。 它 与 黎 受 手 种 的 不 同 不 , 必 是 s 中 的 相 轨 两 点 z 在 
0O02 上 可 以 相距 很 速 。 

特别 ,在 王 取 2 党 作 代 表 的 函数 值 , 那 未 所 因应 的 和 就 是 


9 一 二 


区 891CK。 


5 一 0 
现在 我 们 把 适 个 问题 重 得 更 清楚 一 些 。 
设 在 可 测 焦 忆 上 定义 着 一 个 可 测 画 数 /xz)， 巧 且 
4<. 人 zz)< 了 (1 
将 L4,.B24 用 分 中 
bo=4<o<yo< < 一 五 
牙 成 车 二 小 部 牙 ， 而 当 认 每 一 个 [yz yx) 定义 如 下 的 集 : 
6 一 盏 (Wi 魏 J 作 gw)<Wk+l) (一 0，1， 作 一 工 )， 
邯 未 容易 发 明 ，#% 有 具有 下 列 四 个 性 质 : 
1) 集 6e 是 雨 两 不 相交 的 。 即 wet'=0 (Se )。 


T36 裤 桩 卫 数 论 
2) 每 一 个 e 是 可 测 的 。 


名 一 工 


3) 站 = >》 你 . 


此 一 人 0 


委 一 荆 
4 ) ?0 硬 王 了》 726 
太一 必 
今 引 入 勤 具 格 的 小 和 * 与 大 和 &: 
入 一 圭 入 一 工 


8 一 记 2ke77eb 8 一 》 gsd Yek。 
一 D 8 一 0 


屿 
久 一 maX(4Az+iI 一 4 )， 
则 
0< 一 5sSX 太 《2 
勤 具 格 和 的 基本 性 质 如 下 : 
补助 定理 ” 汐 放 1L4,B] 的 某 种 修法 ,其 对 应 的 勤 具 格 和 设 香 so 全 
So 再 加 上 一 个 新 的 分 点 % 从 而 得 到 新 的 勤 具 格 和 是 s 与 S,， 于 未 
so<s， 和 94 
言 之 , 营 分 点 培训 时 ,小 和 不 减少 ,大 和 不 增加 。 
证 明 训 
yi<2y<Vitr (3) 
那 末 当 1i 汪 ;时 ,对 放 新 的 从 法 而 言 ，[yr, yz) 和 er 划 优 多 动 ,但 是 
[yz21z+1) 却 分 成 
[ys y) 与 Fo ia) 
丽人 个 部 分 。 即 将 “6 修成 两 集 
6 = 古 (iSJ<), eg = 盏 (Ji 
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是 然 的 是 


2 一 el 十 ee 人 e 一 0 


9067 一 90C7 十 91264 (4) 

因此 ,将 so 中 的 Viprei 换 作 mei 十 ged， 就 得 到 8 。 由 《3) 

与 (4), 得 
3 过 80， 

闻 榜 可 屋 < 9。 

系 ，” 任 一 小 和 不 大 堆 任 一 大 和 。 

证 明 任 奶 取 二 个 [4.5 的 从 法 工 与 I 工 所 将 应 的 小 和 与 大 和 
是 s! 与 55 1 所 对 应 的 小 和 与 大 和 是 ss 与 Sa*。 

将 工 和 与 工 中 一 切 从 点 合 佬 起 来 ,组 成 一 个 分 法 LI。 总 II 所 对 应 
的 小 和 与 大 和 是 ss 与 gz。 由 补助 定理 ， 

5sI<Sss，N3< 福 49?. 


遇 是 ,从 
ss< 3 
得 
31 太 < 
汶 浴 。 
设 0 是 一 个 大 和 , 如 任 一 小 和 s 都 兹 是 
sS< 4. 
因此 ,所 有 勤 具 格 的 小 和 全 体 {s} 是 一 个 有 上 界 的 焦 。 届 可 和 需 其 上 确 界 ; 
LU 一 8Uup{3s} 


Us 
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由 共 5 是 可 以 任 意 取 的 。 所 以 上 式 亦 即 表 示 勤 具 格 的 大 和 全 肯 
{3 是 一 个 有 下 者 的 集 。 今 设 三 需 其 下 包办 ) 
矿 一 int{fS+. 
那 末 ， 
ss 委 六 <A. 
但 是 及 一 SS NM 克 所 以 
0< 矿 一 避 福 0 克 ， 


因 候 人 可 以 任 准 的 小 ,所 以 
忆 一 矿 . 


定 蓝 ”过 两 个 相同 的 数 尽 和 上 称 需 .2) 在 集 妆 上 的 勤 具 格 稿 众 ， 


CD) 人 7Ce)ax 
小 7 
表示 它 。 如 不 致 与 别 的 积 修 混 请 ,可 简写 震 
1 Foydz 
玉 


特别 当 瑟 =-[a 轨 ] 时 ,惯用 着 下 面 的 记号 : 
D 4 
(CD 7Co)az， VCoaz 


由 上 所 给 ， 凡 有 界 可 测 画 数 依照 勒 具 格 的 意 闵 是 可 积 的 一 一 简 和 
答 (Z) 可 入 。 由 此 可 知 : (可 积 的 西数 条 围 比 ( 卫 ) 可 积 的 范 围 要 广 得 
多 。 特 别 是 ,许多 与 钥 定 可 积 性 有 关 的 问题 , 到 此 就 迎刃而解 ， 不 像 在 
(了 各 修 中 那样 麻烦 。 

定理 1， 当 ->0 时 ， 勤 具 格 的 小 和 与 大 和 ss 司 8 都 接近 让 
人 7Ce)dz。 
玫 


生 
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事实 上 , 征 不 等 式 


am 一 


< 1 yz)az<8， 
吾 


六 一 SS 帮 
即 得 定理 1。 
由 此 定理 ， 蔓 只 格 积 从 的 值 与 在 其 定义 中 所 用 到 的 数 4 和 号 是 抱 
关 的 。 需 什 和 隔 呢 ? 恋 
4< jz2)<D，4< 帮 2)<2 一 了， 


将 L4,Z 分 成 
4=yo<yJi<ye<…<3on 一 忆 
琵 且 假 哉 玫 是 众 炎 之 一 ,部 设 
万 # 一 2jm. 
那 示 由 此 分 法 作 其 将 应 的 集 , 题 然 是 
6 一 0 (VC 0 )， 
因此 得 到 
纪 一 二 7 一 二 
3 一 >》 Wil6r 一 》31iI06 一 8#， 
6 一 0 2 一 0 


其 中 9 力 征 鼻 [4 及 上 所 产生 的 勤 具 格 的 小 和 。 将 从 黑 加 密 然 合 取 
其 标 了 皮草 由 L4 2 熏 [4 2 ] 所 得 到 的 积分 值 了 与 产 是 相等 的 ， 
所 肪 将 二 帮 动 不 会 影 儿 各 从 的 值 ， 对 4 来 讲 灰 是 同样 。 过 个 事 宣 是 很 
重要 的 , 因 需 只 有 到 样 才 使 种 人 东 定义 气 觅 了 取 4 和 与 瑟 时 的 偶然 性 。 


$ 2 积分 的 基本 性 质 
本 和 节 将 要 建立 有 界 可 测 画 数 的 积 从 的 一 连 昌 性 质 。 


140 守 糙 可 数 渝 
定理 假如 可 淹 函 数 . 作 2) 在 可 测 集 已 上 渗 足 


o<jCc)<2 
划 
am 了 < 1 FozJdz<Cbom 避 
玫 
序 通 常 所 称 的 积分 平均 值 定理 。 
4=a 一 工 ， 万 8 十 工 ， 
名 
则 
4 一 (ze)<B 
因此 ， 勤 只 格 的 和 可 马 从 [4, 了 3 作 得 。 
但 是 , 管 
4<Wk<P 
际 ， 
名 一 工 名 一 荆 外 一 上 
4 > me 和 2 oile< 委 刀 》 mek 
8 一 1 太一 0 8 一 0 
因此， 
4 五 二 s<D 和 万 . 
由 是 


(“- 工 )mB< 1 Co)dz< 人 8 + 工 )mm 酝 
五 


和 由於 是 任意 的 , 故 定理 成 立 。 
由 此 定理 ,得 出 要 个 简 刻 的 系 。 


肝 工 如果 画 数 , 八 z) 在 可 测 集 五 上 取 常 数值 旭 
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VCc)az=evm 召 
囊 


系 4“ 如 果 Jj2) 不 是 负 的 〈 不 是 正 的 )， 那 末 它 的 积 落 也 不 是 负 
数 (不 是 正 数 )。 
系 53 如 果 公 如 =0, 于 末 任何 有 界 本 数 .六 >) 在 如 上 的 积分 等 於 


0; yo)az=o 
王 


定理 2 设 败 Y) 是 在 可 测 集 了 上 所 定义 的 有 界 可 测 画 数 ,而 五 
是 有 限 个 或 可 烈 个 雨 两 不 相交 的 可 测 集 的 和 集 : 


刀 = 之 肋 (LO1 玫 一 0 )， 
隅 胡 
roaz= 卫 人 7Co)an 
史 太 万 ) 
融 个 定理 表明 积 众 的 完全 可 加 性 。 
促 明 ” 先 就 二 个 集 的 和 集 
厂 一 五 十 百 ” ( 丽 古 "一 0) 
时 东 之 。 
设 在 忌 上 是 
4<-f(Zz) 天 有. 


笛 [4 用 点 01， 2 酒 分 , 作 集 
一 吾 人 (JS < 一 大) = 五 (Js 委 Jo 
狐 未 


各 


你 一 6 十 2 (er epk == 0 放 


征 而 
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狼 一 工 狼 一 工 名 一 工 


人 》 210V68 一 六 21zT2EN 十 六 1xI2CF “。 
帮 一 [T 帮 一 人 8 一 0 


售 和 一 0 乃 得 
1 (zyda 一 1 7F(zydz 十 1 7Czydg， 
吾 - 殖 - 吾 ” 


运 偿 ,我 们 已 经 恰 明 了 税 加 集 只 有 两 个 时 的 情形 ， 用 数学 明生 法 ， 
也 容易 葵 明 牧 加 集 征 任何 有 限 个 时 的 情形 。 剩 下 来 的 是 党 


和 
玫 一 革 
时 的 或 明 。 此 上 时， 
7 五 =- 人 0 瑟 ， 
下 一 1 
所 以 向 92-~>co 有 时， 
》 人 儿 太 ki~>0. (# ) 
8 一 如 十 卫 
今 训 
六 且 5 一 天， 
太一 0 十 二 


那 示 由於 党 被 加 集 的 个 数 是 有 限时 定理 已 从 ,从 而 
7ce)az=- Y 7Coaz+ 17Co)ax 
也 4 一 工 万 ， 大。 
再 出 平 均值 定理 ， 乃 有 


dm Ri<c 1 Foyez<BomR。 
ns 
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回顾 (*), 妨 , 的 测度 几 R。 常 呈 增 大 时 搂 近 区 0, 因此 得 到 


1 FCzydz_>0， 
， 
7Coaz = 了 17Co)aa 
六 《一 工 囊 1 
由 此 定理 , 遵 出 下 烈 洒 个 系 。 


系 1 假如 jz) 和 9(z) 是 在 集 召 上 定义 的 两 个 对 等 的 有 界 可 
测 本 数 , 则 


1 Frzydz = 1 re)az 
有 五 
事实 上 ,如 果 


4= 允 (jJ 尖 9)， 了 = 盏 (了 = 0)， 
” 昌 m4=0, 因而 


7Co)ax fooaz-a 
姓 近 


在 集 了 上 雨 个 画 数 是 相等 的 ,所 以 
7(z)az -1 I4ZJd0， 
瑟 万 


将 上 面 二 式 瀣 先 相 加 印 得 1 7(z)da =- gz)az 
可 吾 


尾 别 ,一 个 对 等 评 0 的 画 数 ,其 积 俱 需 0。 
月 然 ,最 后 一 证 之 赣 不 拱 。 例 如 在 [一 1I] 上 所 定义 的 西数 ./(z): 


1 (xz>0)， 
7(D= io 
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妇 力 
十 0 了 
Co)az= 人 7Coas+1 oa)dz= 一 1+1=0 
一 工 一 荆 0 
可 是 本 数 . 八 洲 ) 慈 不 对 笑 放 0。 
但 下 面 的 系 动 是 成 立 的 。 
系 2 ” 设 .I(z) 是 在 妃 上 不 取 负 值 的 有 界 可 测 琴 数 。 如 果 jz) 在 
五 上 的 积 修 是 0: 
raz=-o (Ce)>0) 
到 . 故 z) 对 等 於 0。 
事实 上 ,由於 


BCf>oO= 卫 妃 (了 > 工 ) 
扫 一 | 
如 果 . 疙 2) 不 对 等 於 0, 那 未 有 如 下 的 ?oo: 
m( 7 > 元) 一 0 >0. 


4= 可 (7 > 款 ) 了 -万 一 4 
出 
7(o)aze>> 寺 17(a)az>>o 
4 五 


1 从 瑟 中 除去 -点 ,积分 人 7r) 的 秆 不 发 生 各 化 ,所 及 而 数 相 fo)，(wb 下 


(ab 上 上 的 身分 ,区 不 姑 看 作 是 在 [e, 轨 上 的 积分 ,一律 可 作 1 Hz)az 
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[ee ee ee 


从 而 违 到 矛盾 
1 Co)as > 十 o>0， 
吾 


定理 J 如 果 太 zz) 和 2) 都 是 可 测 焦 和 上 所 定 闵 的 有 界 可 测 
函数 , 划 


人 L.Jz) +FCOJas 一 人 7Cz)dz 十 1FCe)ex 
驴 g 坊 


证 明 让 
4<. 作 ZX)<p0， 4<LZ) 二 号 . 
将 La, oj 和 [4, 忆 用 下 面 诸 点 
0 一 20<CoWI<< < 一 595， 4= 了 一 六 一. 一 二 ,一 也 

炙 分 。 是 
Er 一 人 QU < 玉 i= 王 Qi 二 有 <73)， 
1 一 玉 i6F (一 0 1 一 1 和 一 01… 妈 一 工 )， 

划 题 然 的 ， 

已 = 之 了 Tb 


让 
而 集 了 之 间 是 坪 雨 不 相交 的 。 因 死 
Cr+Zax -yy 1 Cz+Zes 


5 
但 是 ,在 集 sx 上 ， 
0Vt 十 工 SJZ) 十 下 (2)<WJrri 十 了 it 
用 平均 值 定理 ,得 


(4 +ZomZens1Cf+ 2 )QXSS CU 十 了 iT)9277 
了 1 
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将 所 有 这 些 不 等 式 兆 忱 相 加 ， 乃 香 


人 (Ci 十 玉 让 17<S 1 (也 十 五 )Q0< 人 (4/k+i 十 了 t+1)924 1 (] ) 
大 间 2 





每 一 个 和 式 
人 21kI0 了 1 《2) 
外 

可 以 写成 


儿 一 二 一 1 


人 or 人 1 ) 


8 二 0 4 一 0 
但 是 


人 一 1 忆 一 I 以 一 1 


六 mex 一 串 | 3 |= om 了 Be 


4 一 人 一 人 


心 一 


一 | et， 人 柬 |=m(wQ)= mean 


4 一 
所 以 和 式 (2) 可 以 写 做 


拖 一 二 


人 21870CK。 
8 一 0 


运 是 画 数 败 z) 的 一 个 惑 具 格 小 和 sy 
同样 的 方法 可 以 计算 (1) 式 中 其 他 的 和 ,而 得 不 等 式 


sy+ar 扫 CH+PDdz<Sy+Sr， (3) 
总 
此 处 所 用 的 记号 是 不 计 自 明 的 。 


将 [Lao 及 L4.2 中 的 分 此 加 审 , 由 (3) 得 着 所 要 的 知 果 。 定 理 攻 
于 。 
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定理 4 设 几 2) 是 在 可 测 集 已 上 所 定义 的 有 界 可 测 本 数 ，“ 是 一 
个 有 限 数 , 划 


cf(zdz=e 1 (zyda 


器 明 ”党 =0 时 定理 自 站 。 
今 设 c>0, 4 <Fo)<B 将 [4,B] 用 点 or 相 修 后， 照常 作 起 对 
峭 前 so 则 得 
人 ycoan-， 允 eran 


0 
但是 在 % 上 ， 

Cj<Scf 2Z)<cykri， 
由 平均 值 定理 ， 

ctoner<c 1 cf(zJdo<Ceoytramaek。 
CE 
天 芯 & 施行 加 法 乃 得 
cs< yoaeses 


其 中 8 和 与 5 玫 示 贺 数 , 八 2) 的 蔓 具 格 小 和 与 大 和 ， 取 其 极限 即 得 所 要 
的 苦果 。 
最 征 , 设 c<0, 则 由 


0= \ [sfCoO+(-oy(D]az= (ef(Coaz+(-o To)ds 
囊 形 吾 

得 所 要 的 畏 果 。 

定理 芒 尘 。 

系 车 J(z) 与 (xz) 是 可 测 集 妃 上 的 有 界 可 测 画 数 , 划 
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iayngiaraaiiiaaiiaireyuauare -EPEPPRI 人 rrenPi 


1 [0 一 太 Y) qz 一 1 eas 一 Fe)as 
及 刀 肌 


定理 5 设 人 2) 上 旺 和 2) 是 可 测 焦 号 上 的 有 和 可 测 画 数 。 贿 营 
人 ZJ)< AZ) 时 ， 
Fe)az < 人 夯 (zaQx。 
已 如 
事 宾 上 , 画 数 ECGz) 一 帮 z) 不 取 刍 值 , 所 以 
\ Pear- Fa 一 (一 力 dZ>>0. 
罗 区 


定理 6 谢 . 作 2) 是 可 测 集 上 的 有 究 可 测 画 数 ,出 





Yo)as | 二 VUCe)iaa 
可 寿 
斌 明 让 
王 = 卫 (JJ>0)， 和 = 下/J<0). 
则 
7ce)az 一 yaz +17aez= li7les- 人 六 av 
刀 产 My 已 必 
但 是 
yxles= blas+ 人 ilas 
歼 书 如 
因此 , 应 用 初等 不 等 式 
| 一 站 < 十 D (>00>0) 
征 , 二 明朗 告 完 成 。 


$ 3 在 积分 号 下 取 极 限 
现在 我 们 考虑 下 面 的 问题 : 发 在 可 测 集 召 上 有 一 列 的 有 界 可 测 画 
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| RE ee ie ee ee 


数 

太 (2 fa(2D (ZJ 人 (ZJ 
它们 依照 茶 律 意义 (上 碟 碟 ， 伙 乎 处 上 碟 , 度 量 昌 的 ) 觅 但 大 一个 有 办 可 测 本 
2)。 我 们 要 间 ,天 傈 式 


lim fa)asx _ co)as CT 
多 加 
是 否 成 立 ” 如 果 (1) 式 是 成 立 的 ,就 是 积分 的 奈 限 等 起 “村 限 醒 娄 "的 各 


分 , 划 称 可 以 在 积分 号 下 取 标 限 。 
一 般 的 说 ,积分 熏 取 要 限 是 不 可 以 交换 的 。 例 如 在 开 区 间 [0, 1 上 


定 愤 画 妥 列 
mw 256 (0 过 ) 
Jj2) 一 
U， 钞 乓 (。 元 
那 未 
im ya(2Z) 一 0， (0<2 委 1)， 


就 是 说 ， 拯 限 丽 数 的 鞭 牙 等 起 但 是 
Treoas-a 
避 


於 此 积分 的 极限 北 不 趋 近 於 0。 
因此 ， 目 然 会 发 生 下 面 的 问题 ， 要 在 轧 (z) 上 加 什么 条件 才 能 使 
(1) 区 成 立 ? 对 於 运 个 问题 ,此 地 仅 建 立 如 下 的 定理 。 
定理 ( 蔓 具 格 ) 设 在 可 测 集 号 上 ， 有 一 烈 的 有 界 可 测 画 数 j/ 必 Ah 
jz2),js2) 度量 收 化 庆 有 罩 可 测 函 数 了 (2): 
Ji (2Z) 一 六 2)。 


154 本 溉 邯 数 及 


如 果 人 存在 着 常数 下 ,对 於 所 有 的 4 与 所 有 的 ”2 使 
| Jo2) | 委 天 
成 立 , 旭 


1 (07QGX -】 (2)00. 


如 明 ”首先 注意 到 , 夺 於 亲 乎 所 有 的 =E 了 刀 天 傈 
| Be) | < 大 (2) 
成 立 。 篱 什 税 呢 ? 根据 黎 斯 定理 从 画 数 殉 {fu(z)} 可 以 遗 出 概 收 敏 让 
F(z) 的 子 画 数 列 {F。(z)}。 序 
万 (z)->P(z) 
雪 乎 不 感 成 立 。 和 从 | 六 (z) | 女 忆 ,用 得 (2)。 
今 设 c 是 一 个 正 数 。 早 
4 人 c) 一 下 (| 记 一 人 | 6)， DB)= 五 (| 户 一 下 | <c). 
则 
| Was-Vzaz|< 和 im-Pleaz=f [ 广 一 玉 [dz + 广 一 到 dx 
瑟 隐 已 4nke) (ca) 
因 |j(z) 一 Fo 二 |Ps(o)| +1FCz)1， 所 已 
2 一 开 (C2) | 二 2 玖 
在 4,(c) 上 娄 乎 不 不 成 立 。 用 平均 值 定理 , 乃 得 
人 一 Flaz<sE.m4s(o) (3) 
4xkc) 
(不 等 式 | 大 一 互 |<2 民 可 能 在 一 个 测度 需 寺 的 集 上 不 成 立 ,但 是 过 件 
事实 兹 不 重要 。 例 如 ,在 该 集 上 将 画 数 |j(z) 一 Fo)| 以 0 代 之 , 屠 
未 不 等 式 (3) 对 让 4 中 所 有 点 都 成 立 了 。 但 是 因 篇 夯 数 在 一 个 测度 居 
乙 的 集 上 的 改 磷 非 不 影响 记 积 修 的 什 , 所 以 (3) 式 当 没 有 过 个 改 麦 时 也 
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是 成 立 的 。) 
男 一 方面 ,用 平均 值 定理 , 划 有 


人 -Elass<cmB(o<oem 召 
大 r) 


将 此 式 与 (3) 式 合 做 , 划 香 


下 as- az < 大 2Km .40c) 十 Go 了 (4 ) 


亦 此 ， 尘 认 任 意 的 正 数 s, 取 适 常 小 的 6 使 


8 
G mi 五 < 羡 ， 


固定 c, 和 再 根 据 度 量 收 化 的 意义 ,党 2 一 oo 时 ， 
40)->0。 


2 玉 4n(c)< 了 。 


堆 是 对 记过 种 0% 〈4) 式 帮 入 


jn 一 Tas 一 


因此 ,定理 得 着 东明 。 
容易 明白 , 著 将 定理 中 的 候 定 略 略 减轻 : 设 不 等 式 
ve)1s<K 
只 是 在 互 上 当 乎 处 处 成 立 , 则 照样 可 以 避 明 定理 仍 华 是 成 立 的 。 
甚 次， 由於 度 量 收 化 的 概念 广 於 通常 的 收 合 ， 所 以 将 条件 nz) 
一 >F(x) 改 入 
Ju(z) 一 Fw) 


Ms 。 -一 we es eveererereaa-iwia we wearaaarrrrrerer 下 qq 


区 乎 处 上 处 成 立时 ,定理 丈 趴 (处 不 成 立时 更 不 必 谣 了 )。 
4 黎 曼 积分 与 观 具 格 积分 的 比较 


[%0 了 上 定义 着 (不 一 定 是 有 限 的) 函数 . 败 2)。 设 Zo6Lao 而 
5>0。 夯 数 Fw) 在 (oo 一 9xo 十 9) 上 的 下 确 界 与 上 确 界 各 各 记 孔 pi(zo) 
与 天 ixzo), 即 

Ji(CXo) 一 inf{( 太 2) Ni2Zo) 一 Suf{j ZN) 20 一 8S<Z<2o 十 9)， 
(在 (zo 一 ,ze 十 5) 中 , 自然 只 考虑 也 合 在 [oa2] 中 的 点 ) 
题 然 的 是 
00i(Zoj< JUzZos Mi(zo) 
党 8 磷 小 时 ，?7pi(2zo) 次 不 减少 而 用 计 2o) 决 不 增加 。 因 此 有 如 下 
的 村 庶 ， 


]1 ]] 
me(zo0) 一 ;0 90i(oo)， 了 (oo) 一 0 Xi(zo)， 


兹 且 
Mi0o)SSRCZo < JUZo) 安 及 (Co)< 开 jiCzo)、 
定 闵 ” 画 数 mm(z) 与 及 (2) 分 别称 需 败 2) 的 具 订 的 下 琴 数 旺 具 
页 的 上 画 数 。 
定理 1 发 . 八 z) 在 zo 是 有 限 的 。 画 数 . 八 2) 在 zo 答 连 纺 的 必要 
且 充 分 的 条 件 是 
JAZZ0) 一 牛人 2Zo)、 (”) 
证 明 考 . 八 z) 在 和 个 连 种 , 那 未 泊 於 任意 的 正 数 8。 存在 着 如 下 
的 3: 沉 |12 一 Zoo < 叶 ， 
2) 一 六 Zoo)|<s. 
换言之 ,对 人 大 《zo 一 7o+3) 中 所 有 的 加 2 
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用 2o) 一 上 太 2) 二 .人 2o) 十 e 
成 过 。 因 此 ， 
7 了 xzo) 一 ESSiCZoJS< Hi ZoosS jzZo) 十 8 
今 3-*0, 得 
j 2Zo) 一 上 ESTRCZo) 安 天 (ZojSJzo) 十 8 
双 分 s 一 0,， 旋 得 ()。 所 咏 人 条件 () 针 蕉 连 炉 性 是 必要 的 。 
现在 要 着 和 营 休 件 心 ) 成 立时 ，2z。 是 一 连 征 点 。 事 实 上 ,从 (#) 得 
2 必 2o) 一 好人 (2Zo) 一 作 20)， 
所 也 太 Y) 的 具 尔 函数 在 ze 取 有 限 住 。 
对 放任 意 的 正 数 。 取 8 使 
(0o) 一 se< 25(20)<O2o)， 有 (Zoo) 和 安居 i zzo)<MGzo) 十 e 
都 成 评 。 征 运 些 不 等 式 香 
Jo) 一 s<705CZo)，1iZo < COZo) 十 e 
如 果 ZE(zo 一 37o+8) 划 . 作 2) 介 乎 miGzo) 与 Mi(zo) 之 间 。 
因此 ， 
Jo) 一 sj 人 CD) 王 jzo) 十 8， 
换言之 , 当 12 一 zo|<8 上 蛙 ， 
7Cc) 一 fxzo)|<s 
此 部 表示 故 2) 在 2 乱 连 续 。 
基本 补助 定理 ” 习 有 Lo,0J 的 一 系 区 的 播 入 分 点 法: 
0 一 0D<o00< < 一 


本 和 


半生 


和 营 ?一 co 上 时， 
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入 ,一 maz [2 如、 一 2 人 一 0 
刷 22p 省 图 骤 几 7 在 [io zi41] 中 的 下 砍 界 。 作 画 数 pr(2) 如 
下 : 
Hi) 一 7 《ZE (03177 
OZ 一 0 (一 0， 人 
假如 zo 不 短评 zf (一 1 92， 3 一 0, 1 2，… 270) ， 
那 末 
jimgpi(zo) 一 各 (zo)， 


要 明 冉 定 和 在 上 述 的 第 个 分 评 中 ， 窟 包含 zo 的 小 闭 区 央 需 
[xz 克 4。 由 於 zo 不 是 一 个 分 点 ,所 已 
TO < 0 
因此 ,可 以 取 充 分 小 的 正 数 6, 使 
(xzo 一 6 xzo 十 SC [z ，2U4 1 。 
从 而 
Mi 魏 70a(CZo) ， 
政 是 Ji(zo) 委 7ms(2Zo) 。 
介 ->0， 帮 得 
0Oi(Zo) 委 ?(2Zo)。 
如 森 me(eo) = 一 co 那 末 补助 定理 已 私 症 明 ,， 今 说 加 4zo) > 一 co 
抽 敲 
太一 人 (Zo) ， 
那 末 有 如 下 的 》, 使 
Ia 20 ) 盖 邦 ， 


” 体 定 0, 而 取 ?% 甚大 ,使 党 2 蛙 ， 


[zj 2 入 Co 一 69，20 十 9)， 
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由 於 1 一 0, 所 以 过 种 加 瘦 然 是 存在 的 。 


0 PI106 (2o ) 一 7 
Di( 20 ) 几 ， 
过 样 一 欢 , 对 於 每 一 个 小 藤 ?2(zo) 的 凡 有 如 下 的 ”和 营 这 时 ， 
<PiCZo)S ?022Zo)， 


由 是 ，Pi(2o) 一 ?02o)o 箱 助 定理 悚 举 。 

系 1 上 只 页 的 画 数 42) 及 改 (2) 部 是 可 测 的 。 

事实 上 ,分 点 {25 的 至 体 是 一 可 列 集 ,其 测度 人 需 0。 因 此 , 由 补助 
定理 ，9i2) 概 收 伐 於 2(2)。 

因 乱 2i42) 是 梯形 画 数 ,所 以 是 可 测 的 ,因此 (2z) 也 是 可 测 的 。 
同 檬 ,4 (z) 也 是 可 测 的 。 

系 ^4 假如 入 努 定 理 中 的 画 数 八 2) 是 有 和 罚 的 , 那 末 

5 。 


1m 了 1 以 一 (元 和 
im 9 5 一 ( ) oa 


事实 上 ,党 |7Cz)| 委 玉 时 ， 
25(2)| 魏 慌 ，l(z)| 委 民 . 
因此 ri:(z) 与 m(z) 都 是 ( 卫 ) 可 积 画 数 。 应 用 $ 3 的 惑 具 格 定理 , 序 得 
所 要 的 结果 。 
现在 我 们 时 於 系 2 输 肪 进一步 的 解释 。 我 们 注意 到 
27 一 在 “41 937 一 


四 人 weoar: 习 oumas- 了 赂 开 全 一 唤 站 = 


00 ) 太一 0 


其 中 s 是 由 第 ;个 分 法 所 得 的 过 布 的 小 和 。 由 是 , 系 2 琐 示 
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p 
jim 8 一 (也 ) 1 12( 允 )Q0. 
一作 DC 


ft 


同 檬 , 沽 布 的 大 和 收 化 狼 具 策 上 画 数 的 积 从 : 


六 
Tim 心 ;一 ( 亏 ) 《 有 到 (2Z)JQYX。 
4 oo 


t 


因此 
必 
Si 一 st->( 万 ) 1 Fo 一 m(z)]amw， 


另 一 方面 ,在 解析 学 囊 , 有 失 画 数 f/(z) 需 ( 己 ) 可 积 的 必要 且 充 分 
人 条件 是 
心 ， 一 3 一 > 


所 以 有 界 醒 数 .了 (z) 需 ( 书 ) 可 各 的 必要 且 充 从 条件 是 
D 
CD \ EMCe)-m(o)]Jaz=0 DO) 


此 (1) 式 党 M(z) 一 mm(z) 多 等 於 0 时 是 成 立 的 。 反 之 ,由 零 M(z) 

一 m(2)>>0， 和 从 条件 (1) 得 着 
M(z)wm(2)， (2) 

由 是 ,有 界 硬 数 f(z) 需 (了 ) 可 积 的 必要 且 充 修 休 件 是 (2)。 

将 此 和 结果 与 定理 1 相 联系 ,得 着 下 面 的 定理 : 

定理 2 [w 轨 上 的 有 界 画 数 ,f(z) 需 ( 忆 ) 可 积 的 必要 且 充 修 的 条 
件 是 : fj(z) 在 [a 妇 ] 中 是 亲 乎 处 处 连 车 的。 

本 定理 是 钥 定 ( 刀 ) 可 积 性 最 简明 的 方法 ,必须 加 以 重视 。 在 $1 中 
我 们 全 经 提 到 , 只 有 不 是 “本 不 志 灶 "的 画 数 才 是 ( 忆 ) 可 积 的 。 过 句 冲 现 
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ie Hi 





在 也 得 到 了 解释 。 
吏 在 我 们 假设 败 2) 是 () 可 积 的 , 那 末 .2) 必需 有 罚 兹 且 等 式 
1 必 X) 一 亲人 Z) 
议和 卑 熙 不 成 评 。 又 征 
mo)<JCz)<MHCz)， 
所 已 等 式 
(zz) 一 和 (2) 


也 玉手 克 碟 成 站。 今 几 2) 外 等 认可 测 画 数 m(2) 所 以 六 7) 也 是 可 
测 的 。 因 有 分 可 测 本 数 是 〈 忆 ) 可 稿 的 ， 所 以 所) 是 (二 )] 可 积 的 。 南 
征 得 到 知 果 : 依照 黎 巡 意义 可 积 的 画 数 ， 依 照 勤 具 格 的 意 闵 也 是 可 和 可 
的 。 

最 兵 , 由於 所 2) 与 (2) 是 对 等 的 ,所 已 


p P 
(2) 7Coaz= CO 202( 和 72。 


但 是 , 在 基本 补助 定理 的 条 件 下 ， 尺 s 表示 对 应 记 第 外 法 的 如 
布 小 和 。 管 . 八 2) 篇 ( 忆 ) 可 积 时 ,根据 解 析 学 的 知识 ， 


sy>( 羽 ) 【rmas 
但 是 ,我 们 已 经 强 得 

3->( 厂 ) f F(z)dz， 
所 以 


2 D 
(CB) 1 7Codaz=(D 17Coan 
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因此 我 们 得 到 

定理 3 〈 五 ) 可 积 的 本 数 必需 ( 工 ) 可 积 。 且 两 积 修 的 值 相 等 。 

未 了 我 们 注意 到 下 面 的 事实 : 迪 列 克 来 而 数 %(z) (在 优 理 同等 放 
0 有 理 点 等 於 1 ) 是 一 个 对 壬 於 0 的 画 数 ， 所 以 是 (也 ) 可 积 的 。 但 是 
4(z) 却 不 是 ( 忆 ) 可 积 的 (已 在 8 1 中 讲 过 )。 於 此 可 昂 定 理 3 之 滥 是 不 
成 蝎 理 的 。 





$ 5 原 国 数 史 获得 


设 jz) 是 在 [oo 于 所 定义 的 连 炉 画 数 ,在 [c2] 中 每 一 点 态 2) 
有 有 一定 的 性 数 4*)〈 丙 端点 5 与 2 光 是 单方 半数 )。 现 在 问 : 从 已 知 
的 了 (2z) 如 何 多 得 .J2)? 

在 解析 学 上 所 熟知 的 是 : 假如 万 (2) 是 ( 于 ) 可 积 的 , 那 末 


fw)=Fa) + 人 7 Ci 


但 是 有 实例 2 表示 户 (z) 需 有 界 时 ， 户 (z) 未 必 是 ( 互 ) 可 积 的 。 因 此 
用 黎 曼 积 人 外 ， 不 能 解决 求 原画 数 的 问题 。 勤 具 格 积分 是 解决 此 问题 的 
有 力 工 具 。 

定理 ” 裔 丽 数 fj(z) 在 [ob 中 每 上 有 -. 定 的 章 数 户 (z)。 假 如 者 
画 数 六 (>) 篇 有 界 , 那 末 PCz) 是 ( 工 ) 可 积 的 , 且 


jw)=7CO 二 17CDG 


证 明 由 锥 /2) 在 La2] 中 每 是 篇 有 限 ， 故 .f(z) 是 一 连 粮 画 


1) 将 并 阿 力 山 大 洛 夫 奥 柯 角 莫 廊 洛 夫 的 实 炙 数 醉 数 惟 第 三 版 (1938) 915 页 上 的 例 
了 于。 
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ui 有 i 囊 


数 。 将 .Az) 的 定义 簿 围 搞 大 篇 [5 二 ， 当 8<zs 和 1 十 1 时 ,规定 
Jo) 一 0) 十 (2 一 念 产 (2D) ， 
西数 .fo) 在 [ec,2 十 切 是 建 复 的 , 兹 且 太 (ww) 是 一 有 限 画 数 。 
在 区 上 疝 [c,o 上 作 末 数 列 


Punk2) = 中 ;7 (c+ 了 二) 一 Fo ] (一 工 2 3 


那 末 天 作 
im pr (2) 一 万 (WO) 


在 [oa, ] 上 不 处 皮 立 。 因 坊 连 续 画 数 pv(z) 是 可 测 的 ， 所 以 户 (z) 是 
一 可 测 画 数 。 再 加 上 户 (w) 需 有 界 的 条 件 ,断定 PCc) 是 (DZ) 可 积 的 。 
由 戎 格 偷 日 公式 
ps(o) 一 串 了 (+ 寺 ) 一 Fo) |]=P(z+ 和 ) (0<g<1T， 
因此 丽 数 列 pv(z) (n= 1 2, 3,…) 是 均匀 有 界 。 用 勤 忠 格 的 关 认 积分 
符号 下 极限 到 算 的 定理 , 乃 得 


疡 六 
| PCDax= lim | mo)az. GD 
但 是 

六 


2 5 

| waz=y | ye+ 交 ez- | roaz=- 
十 6 

一 儿 | fo)az-n|7Go)a， 
4 十 半 








pep 王 Pi Pr 
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( 轩 於 jx + 过) 的 积 牙 用 到 攀 数 替换 一 事 解释 如 下 : 由 於 过 个 面 数 
是 违 苇 的 ， 此 积 候 可 以 看 作 一 个 黎 曼 积分 。 因 此 用 到 伙 数 替换 是 不 足 
入 奇 的 )。 因 此 


5 十 革 @ 十 去 


Tecoer- 和 re- 一 多 Tooa 
对 放下 式 右 四 两 个 积 修 ,用 平均 储 定 理 , 必得 
总 
人 ws)dz=X 全) 一 -1 (o+ 全 ) (0<645<L0<69<D 
叉 由 帮 z) 的 连 炉 性 ,得 着 
忆 
lim 《人 ps(z)dz=7G5) 一 Fo) 
neo 
再 由 (1) 式 ,用 得 
太 
jGD) 一 Co)= 人 (oas 


将 忆 改 需 Fa 中 的 任意 一 点 ”% 序 得 定理 的 辐 果 ， 


第 六 章 (中 可 入 图 数 


ST 可 测 正 值 函 数 的 称 分 


在 本 章 中 ,我 们 将 勒 只 格 的 积 耸 定义 ,加 以 拓 广 ， 目 的 在 使 无 分 可 
出 画 数 可 以 积 人 牙 。 首 先 研 讨 正 值 本 数 的 积分 。 浊 台所 铀 正 值 夯 数 礁 z)， 
是 指 .fc 0 的 间 思 。 

补助 定理 1 发 ./z) 是 在 可 测 集 已 上 定 闵 的 可 测 正 值 丽 数 。 设 
六 是 一 自然 数 ， 丹 


DJ<<N 
[CO 人 


Co)>ND)， 
于 未 [J(z)]wv 是 一 可 测 画 数 。 
征明 ”由 等 式 
百 六 
BECDozo-{ CE 
目 知人 条 吕 定理 是 真 的 。 


可 油画 数 [7)Jjx 在 补助 定理 的 假定 下 是 有 界 的 ,所 以 是 (了 ) 可 
积 的 ， 又 和 从 
Laz)] < Lo js EL ) jsp 
得 


7Jas< 7Jaz< EL]as< 
妨 古 五 


所 以 下 而 的 检 限 是 存在 的 (有 限 焉 振 限 7) 


(161) 


162 


息 朗 册 数 





im 人 FE7Cz)]was 
N 一 十 co 


《* ) 
定 坑 《〈*) 所 表示 的 极限 称 需 ./z) 在 互 上 的 勤 具 格 积分 ， 以 记 跳 
7Co)as 
页 
吕 示 它 。 如 果 过 个 积 耸 是 一 有 限 数 , 那 末 攻 画 数 /za) 在 五 上 是 〈 乙 ) 
可 和 杯 的 。 


因此 , 尘 於 可 测 正 什 丽 数 ， 常 可 写 旺 它 的 积 修 ,但 是 仅 沉积 从 是 有 
限时 才 称 到 个 画 数 是 ( 忆 ) 可 积 的 。 
光 艾 台 具 格 意 义 的 积分 ， 训 作 


CD 人 7Co)am 
吾 
当 刀 =[a, 厅 时 , 划 又 记 作 


六 
1 roas 
不 将 朋 白 ,如果 可 测 末 数 是 有 和 界 县 正 值 的 话 , 痢 的 积 修 定义 与 老 的 积 录 
oo) 


之 故 。 因 此 , 凡 有 界 ( 可 测 正 值 ) 画 数 依 照 本 他 的 定义 是 ( 世 ) 可 生 的 。 


所 要 留 必 的 是 ; 在 本 节 中 凡是 提 到 ] Ja)dz, 息 是 默认 jz) 是 
可 测 正 值 的 。 


定理 1 如果 帮 z) 在 妃 上 是 (也 ) 可 积 , 那 未 它 在 瑟 上 概 需 有 耻 。 
证 明 人 重 


“)” 还 和 句 话 是 灵 岩 加 话 上 去 的 。 
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PP Peer = eg 一 rain -iieiireIPPPJaPeeeeeeeeeeeLEr 玖 er 


4= 瑟 了 = 十 oo)， 
在 4 上 ，FJ(zJjw =N， 因此 
Eves>> 人 Csaz=Nom4 
丈 几 


假如 mm4>0 那 末 党 N->oo 上 时， 人 [JJvaz-> 十 co。 过 是 旬 假 设 /Co) 
五 


需 (Z) 可 积 不 相 容 ;, 改 必 wm4=0。 
定理 2 ”车 mm 九 = 0, 旭 一 切 正 值 画 数 f(z) 在 瑟 上 篱 (Z) 可 积 , 且 
适合 


7Coez=o 
吾 


本 定理 是 很 明显 的 。 
定理 3 觅 . 故 2) 和 9(2) 是 在 疙 上 的 雨 个 对 等 酚 数 ， 则 


4 7(o)az= 1 9( ZJq0。 
爵 也 


避 吉 上 ,在 等 式 作 z) =92) 成 立 的 点 2 ELJz)]w=L9(0z)J。 所 
马 Laz)jz 和 [LIGz)jwr 也 是 对 等 函数 。 其 从 的 征明 显而易见 。 

定理 4 准 . 八 z) 是 在 忆 上 定义 的 可 测 正 值 画 数 ， 石 。 是 五 的 一 个 
可 测 了 村 集 ,到 


17)az< 7Cc)az 
刀 ， 万 


事实 上 ,如 果 将 败 2) 改 乱 LJGc)]w 那 末 章 个 不 等 式 就 很 题 然 了 。 
分 人 一 co 芭 得 定理 中 的 结果 。 特 别 , 当 ,2z) 在 妃 上 是 (二 ) 可 积 时 ， 
则 . 作 zo) 在 卫 。 上 也 是 (也 ) 可 积 的 。 

定理 > 让,j 作 2) 和 2) 是 在 妃 上 所 定义 的 可 测 正 值 画 数 , 则 党 
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J 2)<A2) 时 
1 (oaz<<1 Fam 
瑟 用 
事实 于, 将 不 等 式 
L zs<LAzc) jx 


两 滤 的 积分 , 取 其 极限 即 得 所 归 的 类 果 。 
特别 ,党 F4z) 是 〈 志 ) 可 积 时 , 则 .2) 也 是 《2) 可 积 的 。 


定 至 6 车 1 7(c)daz=0, 则 J(z) 对 等 於 0 。 
克 


外 明 ” 因 入 
吃 CC)jaz<7Goaz=o 
吾 吾 


所 已 ECz)Jw《 当 蕉 所 有 的 广 ) 针 等 於 0。 避 


4= 之 吾 ([L 丰 二 0)， 


尺 一 1 
划 m4=0. 因 乱 对 讼 石 中 所 有 的 2 是 
lim LA2) 一 JJ) 
AN~> 十 oo 


所 以 管 <E 五 一 4 有 蛙 ， 似 2) =0。 
定理 7 设 jz) 及 三) 是 在 号 上 所 定义 的 十 个 可 测 正 值 王 
数 。 者 八 2) = 2z)T 2) 则 


7o)az= 7(Ce)az+ 人 7)as 
也 六 丈 


角 明 事 豆 上 , 徐 
上 让 (2) 十 LJ 2) 2 
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得 
1 FE7CoOaes+1 Eeeass 7Co)ax 
屯 五 五 
全 ->oo, 乃 得 
7as+ 人 7raz 和 yas， (1) 
瑟 瑟 到 
要 葵 明 (1) 是 等 式 ,首先 入 朋 对 於 所 有 的 V， 
[CoJvsE7Czw 上 CCz)]w (2) 
设 mo6E 万 如 果 
jxo)SN，j(m)<N， 
则 


[LoJjwswy zw) 一 请 (zo) 十 三 (72o) 一 LCzo)]v 二 EL xzo)J]v. 
如 果 了 (xzo) 时 《zo) 中 有 一 个 大 基 AN , 那 末 
LJzo) jy= 包 和 过 LJ Zr 十 L 《xzo)]y 
也 是 成 立 的 ; 因 需 右 方 雨 和 中 有 一 须 关於 六 其 父 一 下 >0。 所 玉 (2) 
和 古 戌 让 的 。 
将 (2) 式 积 俱 ,得 着 


1 [van< 1 LJ Jaxz 十 ! [7 vdz. 
古 奋 加 
征 而 
Even< (Yasr 人 7as 
五 太 再 
再 分 六 一 co 力 得 
1 yaz< 人 yaz+ 7vaz， (3) 
到 召 硬 
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由 《1 蕉 (3) 乃 得 所 要 的 车 果 。 特 别 笛 了 2) 与 万 (z) 痢 是 (二 ) 
可 横 时 ，. 故 2) 也 是 ( 忆 ) 可 积 的 。 
定理 8 发 . 几 2z) 是 在 五 上 所 定 闵 的 可 测 正 值 画 数 ，j2>0, 则 


】 有 frzyaz 一 天 】 (zydv， 


名 明 若 上 =0 则 定理 自曝 。 若 大 是 一 自然 数 , 则 本 定理 是 定理 7 
的 结果 。 如 果 4= 元 ,而 m 是 自然 数 , 划 血 


人 7Ge)as= 工 6z)adz 
尾 吾 


二 jz)az = 革 1 Coydz， 
吾 丈 


由 是 可 知 党 & 和 需 正 有 理 数 时 定理 成 立 。 最 后 , 惟 是 一 正 的 无 理 数 , 则 
取 如 下 的 正 有 理 数 和 和 呈 : r<84< 中 。 由 定理 5 得 


r 1 Fozydz 二 1 ifrCoydz<cR 1 Ceyala 
吏 晤 孚 
全 7 与 刁 趋 近 南 为 部 得 所 要 如 明 的 精 果 。 
特别 ，j 帮 2z) 是 (Z) 可 积 的 话 ，l7(2) 也 是 ( 厂 ) 可 入 的 。 


下 面 要 悚 明 一 个 非常 重要 的 定理 。 在 此 以 前 ， 先 十 明 下 面 的 祖 助 
定理 。 


补助 定理 2 者 0 J wzo) 下 2o) 则 对 於 所 有 的 自然 数 N， 
了 L.j wxzo)jr=LZCxzo)jv、 
蚀 明 如 果 了 (zo)> AN ， 划 帝 奈 通 当 大 时 ，j(zo)> 六 。 因 此 ( 轩 
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me 


於 演 种 力 





[As(xo]v 一 六 一 [LEGco)]y. 
同样 的 ,如 果 Eco < 和 草 曾 m 通 当天 了 时， 访 人 xu <wV。 因 此 ， 
[xzo) 一 户 (o) 一 EC 一 [Lo)]y， 
剩 下 来 是 xzo) = 人。 此 时 对 放任 一 正 数 s, 有 如 下 的 no: 党 m>m 
时 ， 
(xzo) > 人 一 8， 
因此 ， 
必 一 se< [fozo)]x 和 从. 
即 
[Coco]y 一 [jco]x| < (Gn>mo) 
於是 ,多 认 扰 若 那 种 情形 ,补助 定理 是 站 的 。 
定理 9 (法 都 ) 纹 广 Go) (cz) 是 在 五 上 概 收 化 认 FGz) 的 
可 测 正 值 夯 数 列 , 期 
| Fe)dz<snp] | 太 (0700 人 (*) 
天 万 
证 明 由 补助 定理 ,党 ”一 ce 肝 , 关 傈 
[jz)]v 一 LEFGc)]x 
在 也 上 亚 乎 契 看 成 站 。 
由 太 Lo 和 wV， 所 以 我 们 可 以 应 用 勒 具 格 关 胡 在 积分 号 下 取 


0 本 定理 中 概 收 敌 的 儿 件 改 乱 度 量 收 族 时 亦 成 员 理 。 事 实 上 , 在 遵 个 情形 下 , 从 
[7n(o)] 可 以 选取 板 收 禹 扒 P(z) 的 子 本 数 型 { Jo ( 轨 }， 再 从 sup | yo (dz | <sap 
玫 
| | ne) az 人 就 可 明和 。 不 通过 个 附 斑 疙 辈 是 定理 9 的 扩充 。 因 入 在 定理 9 中 可 以 充 间 
上 
Fo) 王 十 co， 而 就 庆 量 收 艇 而 言 ,部 不 包含 温 种 情形 。 
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标 限 的 定理 ,而 得 
人 Fzadz= lim 1 FF aa 
将 


生长 
《Craas< yas<sampf (yaa)， 
万 宛 了 
但 9->cco, 万 得 
《 Laxs 委 sup | Pras } . 
克 如 


绸 分 六 一 oo 部 得 本 定理 。 特 别 营 所 有 的 jj(2) 乱 《2) 可 稿 旦 
4 Jaydo< 4< 二 oo 
五 


了 时, 标 限 画 数 2) 炙 篇 (2) 可 积 。 
系 ”如 果 画 数列 (yj 人 2) 琪 是 定理 中 所 说 的 人 条件， 草堂 村 限 


lim VCo)aa (4 
人 0 
存在 时 ， 
Foass lim 1 (wd2。 (5) 
交 和 


证 明 ”如 果 极 限 (4) 是 + co 则 本 系 旺 然 成 评 。 现 在 假 改 


lim \ 7dz 一 1 一 十 oo. 
户 


人行 一 > 2 
那 示 对 施 任意 的 正 数 s 有 如 下 的 0o: 党 2%>mo 时 ， 
\ az<t+ 要 。 
五 
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将 定理 用 到 函数 列 人)， 万 区 人 )， 四 帮 得 


1 1VQO< (十 8 
刀 


合 e 一 0, 用 得 〈5)。 
自 此 系 之 助 ,容易 得 到 天 於 积分 号 下 取 极 限 的 定理 。 
定理 10( 勤 维 ) 在 号 上 ， 有 收 化 於 24z) 的 可 测 正 值 画 数列 
J 2) 2 一 1 2 0)o 若 
Ji 和 六 (2) 三 js) 入 
划 


人 Fe)az -jlim 1 (2G2， 
罗 ” 
发 明 ” 因 极 限 
im ) (zyG2 
Fes< lim 7ras 
交 9 
男 一 方面 ,从 jz)SA2) 得 
yz)az< 人 Ce)aa 
本 达 
徐 而 


lim 1 des zydz. 
”和 交 


定理 国 是 发 时 。 
定理 1IL 设 在 集 妃 上 有 可 测 的 正 值 函数 列 (2)，we(Z)………o 著 
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人 4 有 全 ) 一 了 (人 2) 
厂 一 1 


草 
1 ECZ2)JQ4 一 Y 人 wa)az 
万 4 一 工 召 
事实 上 ,是 
Jr(2) 一 之 42)， 
大 一 1 


此 定理 是 定理 10 的 别 种 形式 。 
系 ，” 在 定理 11 所 说 的 人 条件 下 , 草 党 


人 人 VE 人 JJQX0< 十 co 


克 一 | 万 


时 ,等 式 
， lm 22) 一 0 (6) 
玫 一 cc 
在 己 上 兴 乎 不 处 成 让。 

事 侍 上， 在 此 情形 下 ，F(z) 是 一 ( 卫 ) 可 积 画 数 , 因 此 它 是 概 和 起 有 
限 的 。 换 言 之 , 般 数 之 内 (2) 是 磷 乎 不 不 收 敛 的 ,在 收 伍 的 点 ， (6) 式 
自然 成 立 。 

定理 12 ( 积 修 的 完 公 可 加 性 ) 屋 可 测 集 五 是 有 限 个 或 可 列 无 限 
个 兵 十 不 相 萄 的 可 测 集 柬 的 和 集 : 

刀 = > 了 瑟 (太一 0 ). 
胡 


狐 未 光臣 所 有 在 总 上 定义 的 可 测 正 值 画 数 /zh), 成 立 着 等 式 : 
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) Xeaa 一 之 让 六 (0 1Q0. 


证 明 ” 作 旭 下 的 酌 数 饮 (2) (= 2 
加 小 (0 )， (ZE 故 )， 
0 一 to (z6 卫 一 肋 )， 
那 末 ， 


jz)= > wr(2)。 
有 
因此 ,由 定理 7 与 定理 11, 得 
人 7)az 一 人 1 4 人 )] 以 0。 (7) 
吾 上 克 


其 中 积 从 人 va(z)ds 可 改 敌 如 下 : 
五 


因 
[Crzy]y， (ZE 到) 
[Cool={ CE 盏 一 奋 ) 
所 已 
| 2 ]vGZ 一 1 L 六 jwwyz。 
加 公 
分 六 一 co, 得 


人 waz= Ga。 
到 


已 


代入 (7) 式 好 得 所 要 的 结果 。 
S 2 一 般 的 (六 可 各 函 数 
现在 轩 堆 一 般 的 无 界 可 测 画 数 答 以 勒 具 格 积 俱 定义。 车 果 是 : 肖 


172 客 于 隐 数 论 
种 推广 , 兹 非 对 旅 所 有 的 可 测 醒 肯 都 是 可 能 的 。 
发 7/(z) 是 在 可 测 集 妃 上 定义 的 可 浏 画 数 。 和 从 /(z), 定义 .Jr(z) 
和 广 (z) 如 下 : 
170，CCD>0， 六 (= {9 (7Ca>0) 
0， (JoD)<0) -fj(z)，(7Cc)<0)， 
那 末 产 (z) 入-(z) 都 是 可 测 的 正佳 西数 。 所 己 


人 7roaz 和 人 7-(o)da 
五 奋 


Jo)= | 


者 是 存在 的 。 因 篇 
JAZZ) 一 jY) 一 了 一 人 
所 以 规定 


1 FrCzdz 一 1 太 (zydz 
瑟 瑟 
和 需 . 作 2z) 的 积 人 ,但 是 


十 oo 一 (十 co) 
是 没有 意义 的 ,所 以 


1 Codz 一 7 (zydg 
素 吾 
是 营 王 且 只 有 党 六 (2) 和 广 (z) 中 有 一 个 起 ( 了 工 ) 可 积 时 于 有 意 闵 。 
定 闵 上 如 果 jz) 司 太 (2%) 中 有 一 个 在 石 上 需 ( 也 ) 可 积 , 则 定 
1 Co)az- 人 7-(o)az 
有 瑟 


舱 f(z) 在 召 上 的 勒 只 格 积 人 (有 限 或 无 限 ), 且 以 下 号 
7Co)as () 
玫 


二 
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表示 它 。 

如 果 可 测 函 数 败 z) 需 有 界 , 草 .fr2) 和 广 (2) 都 是 有 界 。 因 此 ， 
尘 於 有 分 画 数 的 积分 ,新 的 定义 与 老 的 定 闵 是 一 致 的 。 假 如 , 八 2) 是 一 
正佳 本 数 , 那 末 

太 (2) 一 27) . 关 (20) 一 0 
可 见 新 的 种 人 定 义 例 老 的 定义 也 是 一 致 的 。 

积分 (1) 表 示 一 个 有 陈 数 的 必要 且 充 分 人 条件 是 .六 (2) 与 广 (2) 都 

年 (可 各。 


定 瘟 2 ”党 积 修 7(c)ds 表示 一 个 有 限 吉 时 , 称 .J(z) 在 盏 上 是 
古 


塌 格 可 积 的 ， 或 简称 震 ( 研 ) 可 积 。 

凡 有 界 可 测 画 数 是 ( 工 ) 可 积 的 。 对 放 正 值 画 数 而 言 , 新 的 可 积 定 
闵 与 老 的 一 致 。 

记 (二 ) 可 积 画 数 的 他 体 需 工 。 那 末 当 jz) 是 一 ( 研 ) 可 积 画 数 时 ， 
可 以 写 和 : Jo)E 厂 

定理 1 画 数 j(z)6E 研 的 必要 且 充 牙 条 件 是 : | f(z) | KZ。 党 
此 人 条 件 满 足 时 ,成 立 着 


7Goaz | 二 人 Gelas 
瑟 允 


器 明 因 
He =(O) 十 广 (四 
自 $1 定理 7, 得 


17 1az= 人 (ad 人 (adm 
玫 交 


竹 而 可 昆 定理 成 立 。 
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下 面 伙 件 事 情 是 本 定理 的 系 : 
I，《〈 三 可 和 酚 画 数 是 概 乱 有 限 的 。 
II， 著 和 五 =0,， 则 一 切 画 数 .fc) 在 五 上 恒 坊 (也 ) 可 积 且 


| Coaz=0 





II. 夯 数 若 在 如 上 篇 (Z) 可 积 , 旭 在 五 的 任 一 可 测 子 策 上 也 是 
(7) 可 积 的 。 

IV. 惟 丁 数 Fe) 和 Fz) 在 妃 上 是 可 测 的 , 且 | /xz)| 委 妃 (z) 。 
车 Exz) 是 (2) 可 积 , 旭 2) 也 是 ( 乙 ) 可 积 。 

若 /xz) 和 090xz) 在 卫 上 上 是 光 等 的 两 个 画 数 , 则 户 (z) 与 9+(z) 光 
等 , 广 42) 与 9-(2) 当 等 。 因 此 ,下面 的 定理 成 立 。 


定理 2 改 面 数 /Ce) 与 9(z) 坊 汉 等， 两 积分 | /Ca) dz 届 
人 gGe)dz 中 有 一 个 存在 的 医 , 那 未 两 个 积分 都 存在 小 且 相 等 


因此 , 对 等 的 两 个 画 数 .xz) 和 (4z) 是 同时 〈Z) 可 积 的 或 同时 不 
是 (六 可 积 的 。 以 和 后 我 们 对 太 针 等 丽 数 不 加 已 区别。 于 种 规定 是 有 用 
处 的 : 例如 光 於 坪 个 〈 世 ) 可 积 男 数 的 入 (zz) 十 六 2) 在 某 些 点 Z， 可 
能 有 ce 一 co 的 现象 , 泛 种 点 zx 不 妨 蔷 之 不 理 ; 因 和 起 痢 些 踏 的 全 了 盯 , 其 测 
度 等 於 0 。 在 得 种 点 ,将 被 加 的 画 数 改 释 它 们 的 数值 所 得 的 画 数 仍 蔓 
是 淹 等 的 。 

定理 3 (积分 的 有 限 可 加 性 ) 屏 石 是 有 限 个 两 两 不 相交 的 可 测 集 
的 和 集 : 


六 一 > 玉 ( 瓦 ,， 一 ， 夏天 8 ， 
大 一 


假如 夯 数 .所 2) 在 每 一 个 及 上 上 是 《7 可 积 的 , 划 在 互 上 也 是 《7) 可 入 


1 


条 -到 
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] yoes 一 y Toas 


六 一 1T 瑟 )， 


证明 由 $1 的 定理 12， 
) es == Y Paa 


4= 工 瑟 ) 


人 re -2 人 7-as 


4 一 1 攻关 


十 等 式 的 右 方 都 是 有 限 数 ， 因 此 左 方 也 是 有 限 数 。 从 第 一 式 减 去 第 二 


式 , 部 得 所 归 的 结果 。 
党 被 加 集 的 偶数 是 可 列 个 时 ,中 然 . 败 z) 在 每 一 巾 被 加 集 上 是 ( 忆 ) 


可 积 , /2z) 在 它们 的 和 集 上 未 必 禽 ( 忆 ) 可 积 。 
例 设 八 2) 是 (0,1IJ 上 之 一 画 数 ,其 定义 如 下 : 


(2 十 1 工 ) 
| ( 坟 生 T<2 < : 
(2 一 1, 2 3,……，…， ) 


J 帮 zc) 一 | 
了 
< CC ) 


那 未 J(z) 在 每 一 个 ( 5 ， 寺 | 上 是 (Z 可 各 的 , 兹 且 
工 
1 7 三 (%)JQY 一 0， (和 一 1 2, 3………， )。 
1 


工 


十 


甸 
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但 是 /(z) 在 (0, 1] 上 蓄 不 是 (Z 可 各 的 。 事 实 上 ， 
。 
| GDlaz= 互 | olaz=- 王 ; 了 co， 
0 "1 
ji 


另 一 方面 ,存在 闭 下 面 的 定理 。 
定理 4 如 果 画 数 fc) 在 策 百 上 是 (Z) 可 积 , 刀 是 可 列 个 璀 两 不 
相交 的 可 测 集 的 和 第 ; 


7- 已 (Biv 一 0 大 尖 丰 7)， 
二 荆 
那 末 
| Daz= 瑟 | raz， (3) 
将 《= 有 天 


定理 5 起 可 测 集 妃 是 可 烈 个 雨 两 不 相交 的 可 测 集 孙 的 和 和 集 。 
若 ./o) 在 每 一 个 百 上 是 (Z) 可 积 , 又 若 


忆 | flaz<+co， 


一 工 万 ， 


旭 Jo) 在 五 上 也 是 \ 忆 可 积 的 且 (2) 式 成 立 。 
证 明 党 定理 4 的 休 件 成 立时 , 则 由 8 工 的 定理 12, 得 其 和 


| ji- | 六 dz， j dz= 开 | 7 


比 且 上 上 上述 二 等 式 的 左 三 是 有 限 的 (因此 右 方 也 自然 是 有 限 的 ) 。 作 二 式 
之 益 妆 得 定理 4 的 结果 。 
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一 一 一 一 。 一 一 


蔓 定 理 5 的 人 条件 成 立时 , 划 ( 由 $ 工 的 定理 12) 
| riaz= 习 | ylae， 
史 4 一 工 到 


和 由 此 得 到 | 刀 在 瑟 上 是 (Z 可 积 的 。 再 由 定理 4 即 得 定理 5 的 结果 。 
由 上 面 所 举 的 例子 ,知道 定理 5 中 最 后 一 个 条件 不 能 改 需 级 数 


CC 


二 | 7CDar 


8 一 芋 到。 
的 收 敏 。 
定理 6 如果 jz) 在 百 上 需 (D 可 积 ,大乱 一 有 限 常数 ， 则 画 数 
if (Go) 在 已 上 也 是 (7) 可 积 的 , 范 且 
| joydz 玫 | /ADaz. 
总 吾 
瞪 明 ” 当 大 =0 时 定理 自 趴 。 若 > 0, 划 因 
(六 :一 1， 站 -= 好 
定理 可 以 鲜 到 8 ]1 的 定理 8。( 申 董 之 : 作 南 等 式 
| GPaz=i| 六 az 和 | GD-dz=i| 广 dz 的 差 印 得 )。 


曾 灵 五 可 
最 熏 ， 敲 &<0。 若 8 一 一 工 ， 则 因 
《一 轧 + = 一方 ，〈 一 力 -=， 
所 以 ， 
| -7e@az= | 六 au- |rac=-- | ya 
蕊 


有 吾 


因此 ,党 8= 一 工时 定理 也 成 立 。 若 大 是 任意 的 负数 ， 
| poaz=- | zaz= 一 | Faz=i| oa 
五 


古 吾 殖 


78 实 涩 加 数 j 


所 己 定 理 成 立 。 
系 ” 如 果 jz) 在 马上 是 (D 可 稿 , 而 02) 在 了 上 是 一 有 务 可 
测 画 数 , 划 pz) Fo) 在 五 上 是 (7 可 积 的 。 
事实 上 ,起 天 一 sup (2(O)|)》， 则 |) Jo 入 开 | Jo) | 
定理 7 设 画 数 广 (z) 及 广 人 2) 在 五 上 和 需 () 可 积 , 则 Jo) 一 
Jo) 十 广 o) 在 五 上 亦 需 (CZ) 可 积 , 且 
| ADaz=| ADaz+ | Paa (3) 
吾 六 加 
证明 ” 画 数 /2) 之 可 积 , 由 队 
Wo 入) 十 | 广 o) 1， 
所 要 司 的 是 (3) 式 的 成 立 。 澳 
太一 五 ( 广 0， 万 达 0) 素 3s 一 五 ( 广 <0， 太 <0) 
8 一 下 (三 关 0 太一 0, f>0)) 本 一 天 (CP 0 一 0 <0); 
5 一 已 (<0, >0,f>0)) 三 = 下 (Cf <0, 廊 >>0， <0). 


划 
避 
也 = > 了 肋 (本 丽 w 一 0 下头 有 7， 
开 一 二 

因此 所 要 长 的 是 

| yaz- | Praz 十 | jlo (=13… 6)， 

上 天 五 大 本 太 

上 面 六 式 可 以 一 一 如 明 。 例 如 当 8 一 6 时 ,将 等 式 
Jo) 一 六 (2) 十 大 (2) 

改 窟 篇 


一 oO)= 一 2) 十 [一 72)]， 
钞 末 五 忱 用 项 在 E 上 都 是 正 值 夯 数 。 因 此 ,由 8 工 的 定理 7, 得 
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1 (C-7D)az= yaz+ 人 (一 PDas 
也 。 吾 ， 刀 ， 


从 而 
1 yaz= 1 jdz 十 1 joydz。 
7 为 


Ze 
定理 因此 证 于 。 
玉 面 的 定理 是 非常 重要 的 。 
定理 8 候 如 男 数 八 z) 在 石 上 是 (Z) 可 积 的 , 那 示 对 论 任 一 正 
数 8 有 正 数 5 党 eC 石 ,ie< 8 时 ， 


人 roaz | <s 
旺 明 ” 因 jz) 是 (可 积 的 ， 所 以 | f(z) | 也 是 (7 可 积 的 。 由 
正 值 画 数 的 积分 定义 ,有 No 使 
人 Co)laz- 人 ECelnas< 二 
玉 石 
成 立 。 正 数 


8 一 一 上 


2Ao 





就 是 通 合 人 条 件 的 8。 事 实 上 ， 
Co) 一 Lo 
在 总 上 是 一 正 值 机 数 , 所 以 对 於 召 中 任 一 可 测 子 集 。 不 等 


ol- [Callojazs te-CUCeinjas 
和 也 


成 二 。 生 而 





180 实 枚 辑 数 藉 
人 Volaz- 人 Ce)Doas< 二 ， 


序 
人 cidg2< 部 十 人 CHGa1was 
但 是 


LAz) JJwo<swVo 
所 坟 


1 [bo)]wdz<Nome 


人 Poldaz< 二 +Nomece 


外 理 发 尘 。 
这个 性 人 质 称 答 ( 乙 ) 积 修 的 超 对 连 炉 性 。 


$ 3 ”积分 号 下 取 极限 


第 五 章 $ 3 中 的 蔓 具 属 定 理 , 尤 许 着 下 面 的 扩张 。 
定理 [( 惑 具 格 ) 设 妨 (2)，JfoCz)，j 2) 是 在 关上 度量 收 
化 於 了 z) 的 可 测 酚 数 烈 。 假 如 有 (二 ) 可 积 责 数 @(z) 通 合 放 
jy ZJ SC2) 06 再 见 一 1 2 (”) 
闭 来 


mn ) jeoas- 】 下 (ZJQX。 


证 明 休 件 (”) 肯 和 定 了 每 一 个 .jz2) 的 〈 忆 ) 可 积 性 。 同 时 我 们 知 
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[二 (oO <G(02) (1 二) 
灯 乎 对 蕉 所 有 的 2 成立。 事实 上 上 ， 利 用 黎 斯 定理 ，{J(2) 中 有 子 国 
数列 《Js2) 概 收 化 於 ECz)。 和 从 
Le2)|<502)， 

刀 知 (1) 式 对 於 洒 乎 所 有 的 成 立 。 

现 侍 改 梧 (2) 的 画 数 人 备 , 使 (1) 式 不 不 成 立 , 所 改 殉 的 地 方 成 一 
测度 篇 0 的 焦 。 於 是 由 《〈1) 得 到 三 (Z) 的 (了 ) 可 积 性 。 

对 蕉 任 一 正 数 c, 年 

4 一 百 (| 轧 一 忆 | 人 5)，DG) 王 瑟 (| 访 一 下 |1<c)， 
如 
瑟 =4(c) 十 BC)，4CaJsBCa) 一 0. 
党 9->oco 后 
和 .4(5) 一 0. 

今 估计 下 列 不 等 式 : 

7 ec】 Fezl<! 广 一 柬 dz= 1 | 万 一 Flaz+ _ 太 dz 
4nko) Bukc) 
因 在 Ba) 上 ，| 户 -- 五 |<c 故 
1 | 访 一 下 do<aoo0 BC ce 万， 
了 ac) 
万 一 方面 , 因 
1 一 开 | 往 25(27)， 

改 


lj, 一 Pas<c 人 历 (2 )Q7X。 
4nkc) air) 


1582 补 败 醒 | 数 芥 
所 以 


1 7rax _ 1 Frdu 民 21 56(zjdz 二 ao 加 (2) 
了 开 NG] 


对 於 正 数 。 取 正 数 c 使 
Ge 万 一 避 。 《3) 


然 候 取 正 数 》 使 一 切 可 测 焦 ec 也 me< 8 时 关 作 
人 56(zQu < 二 


成 让 ,过 在 由 於 引 2) 的 积分 的 筷 对 连 粮 性 。 
节 和 合 取 如 下 的 ”oo 党 92>?o 时 ， 
405)<< 3， 
因此 ， 
9 4 5(3)Jc2 二 四 。 (4) 
44 信 ar) 


稳 合 2) 人 3) 4) 则 党 027o 时 ， 
1 702G0 一 1 Frzydz < 
到 亚 
定理 性 蛙 。 
系 ，” 在 定理 中 所 述 的 假设 下 ,天 傈 
lim 人 pzJfs(zydz = 《 p(zJF0zydz 
9 > 已 刀 
成 让 :其 中 Z42) 是 任意 的 有 和 春 可 测 函 数 。 
”事实 上 , 设 |P(CZ2)| 委 天 ， 则 
1PC2J)j ZJ 魏 开 芋 (2)， 
所 以 人 条件 (* ) 是 满足 的 。 剩 下 来 的 是 要 惟有 明 
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几 D( 人 和) 让 人 人) 一 -PC2)L 2) 
此 由 
刀 (|gj, 一 pF>o) 己 如 (| 7 一 如 > 芝 ) 


序 阴 。 
定理 1 还 可 以 加 已 扩充。 首先 介 纸 一 个 重要 的 概念 : 设 在 可 测 集 
疙 上 ,有 一 族 的 〈 忆 ) 可 种 机 数 有 = 人 2)} 设 .j2)EU 草 对 论 任 一 
正 数 。 衣 正 数 2》 党 
6 王 石 ， ME< 
时 ,不等式 


Fa)az < 


成 立 。 伍 此 3 与 到 中 的 本 数 族 (x) 有 关 傈 。 一 般 的 说 ,尘世 到 中 一 
切 画 数 可 以 通用 的 8 是 不 存在 的 ,过 个 情况 提示 下 面 的 定义 。 
定义 设 民 ={fGx)}) 是 在 妃 上 定义 的 ( 工 ) 可 积 画 数 族 。 如 果 导 
於 任意 的 正 数 。 有 如 下 正 数 8 存在 ,党 
6 于 画 ，76<8 
时 ,不 芥 . 力 2) 是 玫 中 那 一 个 函数 ,不 等 式 


| VCo)aa < as 


成 立 的 话 , 称 此 画 数 族 在 了 上 有 等 度 的 攀 对 连 纺 积分。 

定理 24( 蕉 他 利 ) 设 .CD JoGZ) js) 是 在 可 测 集 了 上 度 
重 收 化 外 YXz) 的 (2 可 积 数 烈 。 如 果 运 些 画 数 {J2) 在 也 上 有 
等 度 的 息 台 连 精 积 耸 , 旭 4z) 在 了 上 是 (2 二) 可 入 的 , 且 
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em ee ee | 


lim ycoaz 一 人 Fe)az 
和 万 


证 明 ”首先 说 明 Z42z) 在 五 上 是 (也 ) 可 积 的 。 由 假设 ， 圣 於 任 一 
正 数 3 有 有 正 数 ， 党 0C<C8 上 时， 


1 (za 








< 二 (2 一 1 2， 呈 3 小. 


设 eC 刀 ,me<8。 蔷 
6+ 一 en>>0) 6-=eJn<0)， 
草 
IC+<CS， Ti6_<< 1 
因此 ， 


) |j 0Q2 一 ael<， 1 [Pdz5 一 人 Faa | < 三， 


从 而 
人 wa)laz<s. (5) 


汉 就 是 说 : 画 数 列 {j7(z)|} 在 互 上 也 有 等 度 的 艳 对 连 炉 重修 。 
依 黎 斯 定理 ;有 子 画 数 型 (js(z)} 概 收 化 让 PFCz)。 由 (5) 与 $1 
中 法 都 的 定理 ,得 到 
人 TDFCe)lazscs (6) 


所 以 FPCz) 在 。 上 是 (二 ) 可 积 的 。 但 是 。 是 测度 小 基 $ 的 如 中 任 一 
子 集 。 刀 可 以 耸 解 需 有 限 个 测度 小 於 ; 的 子 集 的 和 集 ， 因 此 FF(z) 在 
五 上 是 ( 厂 ) 可 积 的 。 

现在 我 们 可 以 着 手 屋 明 定理 中 的 主要 论断 。 设 c>>0, 置 


ua 
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4 人 AI) 一 盏 (| 久 一 | 56)， BCc) = 五 (| 访 一 2 <ch 
攻 j 
rasz- 1 zax < 记 一 下 dz 二 com 且 
忆 避 儿 e) 


徐 而 


人 as- zaz < | oz+ 1 | 下 ez 二 em 再 (7) 
玖 媒 dokr) 4a(c) 


海 论 正 数 。 取 正 数 o, 使 
5 和 l 刀 一 ， 
由 於 在 中 首 时 已 人 十 的 事实 ， 尘 於 *>>0， 存 在 着 如 下 的 正 数 》 当 
EC 瑟 ，?06<<8 
时 ( 参看 (5) 及 (6) ) ,不 等 式 
) nlaz< 三 与 人 1PFlaz< 全 


成 让 。 但 滥 名 720 了 时， 
md 人 c)<<2， 


) fas- ) Tar < 一。 


因此 (7) 式 松 成 


定理 芒 举 。 
系 ”在 定理 中 所 述 的 假设 下 ,等 式 


tim 人 y(zyfs(zydx= 1 wz)FCz)ax 
> 记 


成 了 ,其 中 PC2) 是 任 蕊 的 有 神 可 测 画 数 。 


事 富 上 ， 如 果 |2(z2)| 短 天, 则 
人 Co)y7ro)az | <E 17wz)las 


因此 {242)1 2)) 中 所 有 本 数 , 也 有 等 度 的 稳 对 渗 征 积 修 。 
我 们 膛 可 以 性 明 , 上 述 之 系 的 道 也 是 惧 的 。 需 此 ,我 们 必须 首先 促 
明 下 面 的 重要 定理 。 
定理 3 ( 惑 只 格 ) 觅 《jw(z)》 是 在 可 测 集 召 上 的 一 列 (二 ) 可 积 夯 数 。 若 对 於 妞 中 任 
何 可 测 子 集 e。， 等 式 


1imm 了 (2)G2 二 0 8 
aa (z) (8) 


成 立 , 划 酚 数 列 《jz)》 有 等 度 的 绝对 湛 读 积分 。 
起 明 ”假如 定理 不 成 立 , 那 末 存 在 着 如 下 的 正 数 eo: 对 扒 任 意 的 正 数 5， 可 以 找到 -个 
可 测 集 6C 驴 具有 测度 re<5 和 足 数 ”使 


| 人 7az) |> 人 ， (9) 
世 


固定 5 宙 看 最 和 的 W 个 画 数 jz)，7 zz) NGz)。 对 欢 针 一 个 jz2) 可 以 找到 3， 
货 71e<5I 人 人 e 己 区 ) 时 ,使 


| 人 Ra)az | < ee 《10) 
厅 


成 立 。 

将 5515s， 和 8 中 的 最 人 小数 也 和 坊 儿 -根据 上 面 所 谣 的 事实 ,对 於 此 玉 ， 可 以 找到 可 测 
集 ec 互 具有 测度 me< 坟 和 足 数 ”而 使 (9) 式 成 立 。 另 一 方面 , 因 me<i(E=1) 2 六 )， 
所 以 党 X 三 1 2 时 (10) 式 成 立 。 因 此 使 (9) 成 立 的 ”必定 大 苍 No。 

所 此 , 正 数 ee 具有 如 下 的 性 质 ， 对 从 任 意 的 正 数 5 和 正 肇 数 六， 有 可 测 焦 ecC 吕 和 足 
数 使 


久 >A，73e 必 5， 人 ea >。 
如 


成 立 。 更 在 我 介 轩 证 亲 一 个 6 已 已 和 足 数 如 : 使 得 清 足 
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上 j miz)GX PP eo。 
C1 
基 僚 画 数 ji(z) 的 积分 的 绝对 圳 篇 性 ,可 以 找到 5 >0 使 得 当 集 ec 如 而 me<5， 时 
人 mnseyz << 也 


成 立 。 
根 所 上面 扎 述 , 那 末 可 以 取 介 esC 吾 和 足 数 9%。 使 


和 5 》> 包 1 ， me 人 < 了， 1 mceye >。 


2 


成 立 。 然 和合 再 取 5 >0 使 得 当 me<i5zs(eC 画 ) 时 


人 fose)a < 也 
到 


成 立 。 不 雍 明 和 白 : 5:< 了 
再 做 同样 的 手续 , 那 未 可 以 取 策 esc 驴 和 足 数 mn。 使 


1 j。(z)aa 


2s 


成 苹 。 然 谷 可 取 ja>0 使 当 me<ia(ecC 也 ) 时 


rseyaa 
妇 


PP eg 





9135， 23 扫 人 








《o 
慷 4。 


成 立 。 显 然 的 是 : 5s < sa。 


退 和 粮 手 千秋 转 进行 ,区 是 我 们 得 到 吾 的 可 测 子 集 列 《exky ， 单 疆 常 增 的 足 数列 《nky 马 
正 数 列 《51 有 具有 如 下 的 性 质 : 


1) | jnx(z)dz PP co， 
CA 
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2) 92E1+1I 坟 去 。 
3) 如果 eC 了 及 IC6C5， 划 


人 wxeaa < 了 
人 


由 此 性 壬 ， 得 5ri< lt 因此 


me1; 十 e 肝 z 十 ekrs 十 和 0) 的 二 十 -十 十 …<5， 
所 以 
ei(ekti 十 es 十 …) 
今 导 入 新 的 集 : 
4 一 ef 一 (etkhi 二 ea 二 )， 
划 





8 
2 示 “9， (11) 





II LEHI 十 人 1 十 ) 妈 5， 【12 ) 
现在 不 雄 宛 成 定理 的 冀 明 。 置 Ki 三 1 而 售 bs。 是 任何 一 个 如 下 的 足 数 2912 之 了， 
Ga co 
ra | < 量 
dz ， 


考 种 足 数 各 的 存在 ,由 作 件 (8) 朗 可 明白 。 双 含 pa 是 任何 一 个 如 下 的 足 数 凤 :772>>s， 


4 十 41， 


如 榜 的 手续 继 术 进行 ,得 到 一 列 单 调 销 增 的 数 ， 太 <ps<ps< 


Be 疏 ， 
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1 7ouleao j<3 (13) 
全: 十 … 十 4 1 
另 一 方面 由 不 等 式 《11L)， 
1 aitoyaz > 二 ee， 《1 择 ) 


48。 
最 后 ,由 《12) 力 得 
0 人 EL 十 48p 十 4 十 …) < 人 (413z 二 42ira 十 …) <DNi， 
因此 


了 Joz (2 Go 





< 也 。 〈]5) 


遂 已 二 42， 十 7， 十 44j 十 人 ， 划 


人 Joe)azo= 人 Joz caz+ 个 JitcOae 全 yw (z)an， 
六 4 十 …42 -1 1 4kzi 十 42; 十 ; 和 


“全 十 家 


将 《13) 必 14) 必 157) 族 关 公式 代入 , 帮 得 


(ZJGazr > (一 T， 马 ， 呈 0 ) ， 
久 


但 此 式 与 (8) 式 矛盾 。 矛 盾 之 由 来 是 假定 定理 2 不 成 立 。 因 此 定理 呼 举 。 

这个 定理 的 复 灯 的 余 明 方法 常 稚 用 到 , 尾 者 鹿 仔 邦 地 加 以 体会。 

有 系 1 。 裔 在 可 测 集 妃 上 有 (元 ) 可 积 丽 数 列 《Ju(z) 》 与 ( 工 ) 可 积 画 数 P(z)。 假 如 对 
於 任意 的 可 测 集 ec 如 成立 着 等 式 


1im ji(2JGm 一 硬 (TJG2 (16) 
2 ZJGCDT 上 (2 


那 示 《Jsz)》 在 吾 上 有 等 度 的 绝 允 过 和 炉 积 分 。 
事实 上 ， 依 照 定理 3，《f 2) 一 二 2Z)》 有 等 度 的 绝对 违 德 积分 ,再 由 不 等 式 


人 7az)aa < | j 《了 人 2) 一 zca (ZJGX 四 
委 
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序 得 所 要 的 精 果 。 
钞 2 慨 在 可 测 集 妃 上 定义 着 《〈 工 ) 可 积 丁 数列 《js(z) 》 与 〈 工 ) 可 积 画 数 瑟 (>)。 假 
如 对 姑 任 意 的 有 界 可 测 画 数 %z)， 等 式 


lim 人 np(zZ)jz)Gz= 人 AZ)ECZ)Gz 
713 一 > DD 矶 克 


成 立 , 则 《Ju(z)》 在 妃 上 有 等 度 的 绝对 速 嘻 积 分 。 

事实 上 ,特别 取 9(2) 息 如 中 可 测 子 集 的 特征 画 数 ， 则 问题 让 结 长 系 1。 坦 个 采 就 是 定 
理 3 的 系 的 逆 。 

泛 合 上 述 , 乃 得 如 下 的 精 果 。 
,定理 4( 礁 他 利 ) 设 在 可 测 焦 百 上 有 ( 研 ) 可 积 画 数 列 《js(z) 》, 度量 收 租 父 ( 工 ) 可 
积 画 数 Z(z)。 要 使 (16 ) 式 对 於 所 有 可 测 集 ec 如 成 立 ， 其 必要 且 充 分 的 条件 是 :(7s(z) 》 
在 吾 上 有 等 度 的 绝对 违 秆 积分 。 

折 党 注意 的 是 :要 f fo) 有 等 度 的 码 台 速 太 炽 修 逆 须 (16) 式 对 大 所 且 中 任 一 可 测 子 
集 。 需 算 。 仅 偿 平 从 关 傈 式 


im 人 fw(z)dz= 人 P(z)ar， 


是 不 能 得 到 《Ju(z) 》 有 等 度 的 扼 对 速 疲 积分 的 。 例如 在 [0， 菇 上 定义 着 如 下 的 醒 数 列 
《ja(z)): 


Ju(0) 三 0 
1 
多 《0<z 和 起 
工 一 下 
J 了 (2) 一 一 委 ( 误 % 2 稚 二 )， 
0 ( 工 <z <1T)， 
3 


划 


lm 人 jw(zJaz=0， 


”> 0 


但 是 由 帮 


nd 
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nz)Gz 一 总 


定 《号 | 吐 


等 度 的 绝对 速 镭 性 不 能 成 立 。 

有 要 趣 的 是 : 对 从 符号 不 轨 的 西 散 ,事情 要 简章 得 多 。 且 看 下 面 的 定理 。 

定理 5 ” 痪 在 可 测 集 如 上 上 ,有 ( 工 ) 可 积 的 正 值 丽 数列 攻 以 wz)》 ， 度 最 收 你 区 了 zz)e 如 
果 在 集 召 上 2) 的 入 分 等 从 Jz) 的 入 分 之 栓 限 , 那 末 在 马 的 任何 可 测 子 售 12 上 z) 
的 积分 也 等 於 jz) 的 积分 之 格 限 。 

此 定理 易 从 法 都 定理 27?《 第 六 章 $ 工 ) 导 出 。 事 袜 上 ,假如 定理 不 站 ， 那 末 在 在 着 可 测 集 
二 己 歼 使 等 式 


7 一 CD 


Enn 了 所 (ZJ 一 了 开 (2)Gr 
4 撑 


不 成 立 那 未 有 如 下 的 正 数 ", 有 扰 数 四 人 7(s)dz 起 出 区 阅 
作 


( 人 zaz-se， 人 az+sr ) 
4 4 


之 外 。 
候 如 表 钛 数 个 积分 人 7 (>)dz 小 於 人 瑟 z)az 一 2o, 那 未 不 站 (以 此 子 画 数 列 管 作 计 
4 妈 


险 的 对 条 ) 展 仙 
人 for(z)ae< 人 Ce)ar 一 2o 
妖 丸 


对 艾 所 有 的 % 成 立 * 簿 是 殿 法 都 定理 相 有 矛盾 的 。 因 此 , 必 有 和 无数 个 的 邱 使 


人 Jo(z)an> 人 必 ayaz+ac (17) 
二 才 


成 立 , 且 不 妨 假 避 (17) 式 对 於 历 有 的 生成 站 。 由 假 般 ,就 万 上 的 简 分 而 若 , 极 限 手 续 可 以 届 
1 上述 例 子 表明 浸 有 休 件 jz) 关 0 时 定理 不 成 立 。 
2 精确 的 讽 , 是 从 鼓 定理 的 附 鱼 中海 出 的 。 
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祝 分 寻 号 交换 。 所 以 , 宫 ” 适当 大 的 时 候 ,不 等 式 
AnCz)zz- 人 za | <e 
丈 囊 


成 立 , 因 此 ,不 妨 假 仙 对 於 所 有 的 ”成立 。 由 是 
人 7o(z)az< 人 本 wz)az+v， 
豆 玉 


人 jsz)dz< 人 1(zydz 一 or。 
妃 妃 


此 事 又 奥 法 都 定理 相抵 钥 。 

证 理 姓 村 。 

由 此 定理 可 只 导出 

定理 06〈 非 赫 素 戈 里 次 ) 设 在 可 测 集 召 上 有 ( 工 ) 可 积 酚 数列 《J(z)》， 度 量 收 效 失 
(二 ) 可 积 数 2(z)。 那 未 要 《16) 式 对 从 如 的 任 一 可 测 子 集 e 都 成 立 的 必要 且 充 分 条件 
是 


Him 人 17s(z)iaz = 人 La)Tex. (18) 
mso 加 怒 


事实 上 ,如 果 《〈18) 成 立 ， 旭 由 定理 5， 知 此 等 式 圣 於 任何 可 测 子 梨 ec 怒 成 立 。 但 党 
《az2)|》 有 等 度 的 绝对 速 秆 积分 时 , 则 《js(z)》 亦 然 。 由 是 ,(16) 式 对 的 所 有 可 测 子 集 
e 己 咏 是 成 立 的 。 

其 阔 , 如 果 (16) 式 对 克 所 有 可 测 子 集 ec 瑟 成 立 , 旭 《Ja(z)》 有 等 度 的 绥 对 连 粮 毯 分 ， 
因此 《由 本 攻 定 理 2 的 姓 明 ) 可 知 《|Jn(z) [|》 也 有 等 度 的 绝对 沁 奔 积分 。 座 用 定理 2 大 
《人 2 即 得 所 要 的 精 果 。 

最 后 我 伞 讲 一 个 定理 ,此 定理 是 黎 度 的 绝对 速 转 性 的 一 个 检定 法 。 

定理 ?《 五 来 - 布 荣 ) 谢 在 可 测 集 五 上 有 可 测 数 族 MK = [oz)}。 假 如 有 正 值 增加 画 数 


G(u)(wZz0)， 上 @(2) 三 十 c, 节 且 对 页 M 中 任何 的 画 数 ,六 zz)， 不 等 式 
抽 一 避 


人 Kai BGACeT)aec<a4 
叱 
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成 立 , 其 中 4 是 一 咎 与 几 z) 无 山 的 有 限 常 数 。 那 未 八 z) 在 刀 上 上 是 ( 工 ) 可 积 的 ,下 旦 M= 
《jz2)》> 具 有 等 度 的 绝对 违 贸 的 积分 。 

我 人 首先 注意 到 称 合 画 数 中 (| JJz) | ) 是 一 个 可 测 丁 数 [ 因 篇 党 ae>0 有 时， 如 (GCCe)>0)】 

汪 总 

是 隐 间 〈D ,十 co )， 所 以 吾 ( 富 (| 7) >a)= 吾 ( | >5)]。 今 几 定 理 如 下 : 

当 於 正 数 。 有 天 参 合共 

由 所 
瑟 CE) 了 

图 和 此 乓 。 数 e 征 如 的 可 测 子 集 。 又 设 几 2) 是 开 中 的 任 一 画 数 。 般 e; 王 & | 几 z) | > 玖 )， 
ez 一 6 ij 所 2) 天 及 )， 则 


1 jz)1aw= 1 Via+1 Vians 5 ele Lez)| je+ | ta)laa 
e 6; e， 6， 63 


从 亢 





由 此 得 闭 八 z》 的 《〈 工 ) 可 积 性 。 元 ， 则 党 rrne<5 时 ， 
人 xz)1ar<e。 
. 


定理 由 是 诞生 。 
例如 M 是 满足 不 等 式 


二 72(z)az<4 
本 
的 八 z)》 的 公休 , 则 开 有 等 度 的 绝对 违 续 积 分 。 
人 第 五 章 和 与 第 7 章 的 属 是 


1， 著 Ja(z)Z0 且 人 /sz)az->0， 则 必 ja) 一 一 >0， 但 是 ,js(z) 不 一 定 概 收 各 
古 
从 0 


医 
党 
到 
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2. 项 人 式 





7 
1 证 1T >0 
可 


与 1/ 人 2) 一 一 >0 征 汐 价 的 。 
3 若 mm 一 0， 则 有 正 值 可 测 画 数 列 (un(z) 使 久 ao 人 won(z)az< 十 co 但 fa 


名 一 工 且 
乍 五 和 串 任 何 一 中 不 收 合 执 0。 


4. 如果 积分 
人 xz)Kz)az 
开 


对 从 任何 ( 工 ) 可 征 画 数 KKz) 存在 , 则 %z) 洒 乎 中 不 是 有 界 〈 勒 及 格 )。 
5 裔 帮 z) 是 在 集 召 上 定 萎 的 有 限 可 测 画 数 。 有 融 下 列 族 数 


遂 合 4J1->c，9 > 一 co(N co)，0<2y1 一 CC。 又 什 扩 王 有 2 和 和 < 划 酚 数 


jz) 篇 (二 ) 可 奔 之 必要 且 磷 分 休 件 是 :对 於 任何 fyxj， 级 数 > yimek 坊 怨 对 收效 。 


并 一 一 oo 


6 在 避 题 5 的 假定 下 ， 如 果 级 数 > yinek 绝对 收 化 的 话 , 那 未 级 数 的 和 当 -0 时 
赵 闪 | Jaz。 


了 


3 


一 致 收 数 的 ( 羽 ) 可 积 画 数列 ,其 枕 限 画 数 亦 篇 ( 忌 ) 可 积 。 
康 股 的 揭 全 集 已。 的 特 微 丽 数 是 ( 羽 ) 可 积 的 。 
设 八 2) 鞭 %2) 征召. 上 所 定义 的 南 个 可 测 正 值 吨 数 。 置 已 一 克 9 )， 中 (2) 三 


人 KGz)az， 旭 
4y 


让 ~ 


十 co 
jz)e(zyaz = 人 Go)ay. 
吾 0 


(法 捷 耶 夫 ) 
10. 仙 在 区 癌 上 有 ” 公 可 测 集 也 , , 马 。，…,B。 如 果 [0,1] 中 每 一 个 点 至 少 属於 上 
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sir 一 jnereeemejlajlesjlajiulemeeaiT 上 ilaiu 和 PP 


流 % 个 集中 的 9 个 集 , 则 互 ，, 玉 ，，…， 瑟 。 下 至 少 有 一 集 具 有 测度 之 全。( 康 觅 洛 礁 奇 ) 
11.。 鹃 J(z) 是 Fa, 上 定义 的 (三 ) 可 积 画 数 。 又 设 e 是 -- 如 下 的 常数 : 0<a<8 一 q 
如 果 对 於 每 一 个 测度 需 e 的 集 。 右 关 保 人 7(z)az=0, 旭 7z)~0o( 卡 扶 林 ) 
好 


12. 裔 八 z) 在 La, 上 篇 〈 工 ) 可 午 而 在 Lc,o 之 外 等 妈 0。 设 
少 十 天 


gz) 一 六 人 JJCE 
他 一 天 


D 2 
则 is(z)1dzs 人 MGc)1ao ( 柯 尔 莫 廊 洛 夫 ) 


138. 诅 人 7) 是 在 Fo,2j 上 定义 的 《〈 工 ) 可 积 画 数 。 如 果 对 於 [a,b] 中 任意 的 。 是 


必 
人 KGz)ar=0 的 话 , 那 末 Kx)~0。 


14. 散在 La,2j 上 ,已 输 可 生 本 数 Jo) >0o 设 0<qa<2 一 0 ec[ab]yme>qgy 83 篇 所 
有 过 种 可 测 于 集 的 全 体 。 渔 明 


in FUzyd 0。 
2 和 > 
15， 仍 M= 《KKs)》 是 在 [a, 习 上 怖 ( 工 ) 可 熏 的 画 数 族 。 如 果 了 有 等 度 的 纪 对 速 


粮 生 分 , 那 末 存在 着 如 下 的 单调 增加 的 正 画 数 @(x (zz0)， 本 dz2) 三 十 邮 ， 且 
公 一 一 5 


D 
全 Ya)lGCIa)l)an<4<+= 


对 公开 中 任何 画 数 败 <) 成 立 , 其 中 4 是 一 个 与 败 z) 无 轩 的 数 。 五 来 - 布 苇 ) 


第 七 音 ”本 身 及 其 平方 都 是 () 可 积 的 图 数 


$ 工 主要 定 莎 、 不 短 式 、 人 数 


本 章 讨 论 一 类 很 重要 的 ( 忆 ) 可 积 画 数 : 就 是 平方 也 是 (二 ) 可 入 的 
图 数 。 篱 简章 起见, 假定 所 论 的 函数 都 是 在 妃 =[Lw2] 上 定义 的 。 
定时 ”可 测 画 数 . 败 2) 应 足 
p 
1 (02)JGZ< 十 co 
了 昱 , 称 似 z) 是 一 个 符 方 需 ( 卫 ) 可 积 的 画 数 。 
平方 仍 () 可 积 的 画 数 的 全 体 记 作 Za。 
定理 1 心 中 的 画 数 必 属於 忆 。 


从 不 等 式 
Ho < 芋 2 
部 知 定理 成 立 。 
又 由 不 等 式 
Le)gCo| 去 万 (全 十 ( 
香 下 面 的 定理 。 


定理 2 中 雨 个 函数 之 积 是 一 ( 乙 ) 可 积 画 数 。 
由 此 , 征 等 式 


《196) 
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(jj 士 9 关 三 万 士 2J9 十 凡 


定理 3 7 中 两 个 本 数 之 和 与 差 禹 届 钛 媚 

最 后 ,我 们 注意 到 下 面 的 事实 : 发 是 一 有 限 常 数 。 当 jz) ET 
上 时， 太 rz) 亦 属 於 De。 

定理 4 ( 布 涅 可 夫 斯 基 不 等 式 ) 如 果 jz)E Tog(z)EZe 则 


| 人 《ZJ)942J)Q7 js<| 【Poas | 人 92(Z)dz | (人 D) 


芒 明 ” 设 二 砍 三 项 式 
峭 (2) 一 .42 十 2PBV 二 OC 
的 傈 数 4,BC 都 是 偶数 且 4>0。 假 如 %Cw) 记 0 常 成立 , 旭 必 
BP2<<40. 《2) 
事实 上 ,不然 的 话 , 疏 生 了 矛盾 : 


y( 一 所)= 要 (46 一 B2)<0 
注意 此 事 忌 倒 , 时 
必 2 
Co) = 人 [wj(o) 十 gz) 了 dz=a2 72az 二 2u 人 7gaw 二 人 one 


划 因 四)>0, 第 (2) 式 得 着 (1) 式 。 
系 “如果 八 Z)EZ2 戎 


8 记 
人 colsz< va。 1 jz(z)dz . (3) 


事实 上 , 於 (1) 式 置 9(2)=1 又 将 jz) 换 驴 1f(z)| 即 得 (3)。 


198 让 车 凶 数 答 


定理 "〈 柯 西 不 索 式 ) 如 果 jz)6E TCD) ET 则 


人 一 站 
1 LO 十 IC) 4 -re CQ2 十 /1 02(2)G75 。 


证 明 ”将 布 涅 可 夫 斯 基 不 等 式 的 两 泪 开 方 , 力 得 


5 6 
yog azs 1 2 CO 。 Je 。 


将 上 不 等 式 驰 2 后, 两 针 各 加 








8 8 
人 4q2% 十 人 rear， 
局 他 


fos e<(]/) F2 dz 十 1 02 GZ )， 


由 此 部 得 定理 。 
和 伦 柯 西 不 尝 式 ,我 们 对 於 Ze 中 的 两 数 有 一 种 新 的 梦 加 来 讨论 。 电 
于 之 ,如 果 我 们 半截 每 一 个 画 数 J(z)E Za, 合 数 


人 
171 = ]/ 1 Poaa 


和 与 之 多 应 , 那 末 过 些 数 具有 下 列 诸 性 质 : 
TI、 人 杂 |>o0, 当 JJ 一 0 且 仅 当 此 时 由 Pl=0. 
II， 人 7 = 和, 特别 是 : 和 一 让 = 由 
II， 坟 士 下 < 人 +1ol. 
可 凡 | 需 / 的 模 数 。 题 然 的 ,lj 与 实数 (或 揽 数 ) > 的 息 轩 值 1z| 


姓 得 
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上 有 相 但 之 碟 。 此 相似 黑 是 一 系列 重要 是 美 顶 的 学 发 的 起 源 。 
一 般 的 说 ,解析 里 是 宴 用 十 数 之 兰 指 移 对 依 来 定 雨 卡 间 之 中 衣 的 : 
02Z.2) 一 12 一 9. 
尘 僚 Lo 我 们 把 Pa 看 作 一 倘 “ 鹤 间 ”，Amm 中 任何 雨 个 画 数 人 和 9 规定 
正 煞 (或 0) 
pg) 一 久 一 9 
和 起/ 与 y 的 距 鹿 。 
将 对 等 的 画 数 看 作 是 相等 的 画 数 ， 则 距 见 p(19) 具有 如 下 的 性 
侍 : 
LU) ACjf9)>>0， 党 了 一 9 时 且 仅 党 此 时 ，p(J9)=0. 
2) PCj9) 王 pg 
3) PCJIDSpCAA) 十 CR9)， 
洒 从 集 4, 其 中 任何 一 对 元 素 2 与 y 有 具有 上 述 落 性 质 的 画 圳 
AC22) 的 话 , 称 4 是 一 刚性 空间 或 计量 空间 。 
是 然 的 ，Z。 是 计量 安 间 。 过 种 观点 最 初 是 希 锁 员 股 想 出 的 ， 因 此 
灰 称 Z。 篇 希 页 具 股 空间 。 


$ ?平均 收 笋 


利用 模 数 的 概念 ， 在 希 泵 只 股 空 间 中 可 以 导 太 极限 的 概 仿 。 过 种 
概 限 的 表 过 形式 ,时 通 常 的 极限 很 相 类 偶 . 
定义 1 训 . 记 ,fj 和 j 了 都 是 Za 中 的 画 数 。 如 果 对 芯 任 坦 
的 正 数 。 有 N, 当 0 时 ,不 等 式 
人 访 一 四 < 
成 立 , 称 j 是 { 户 上 的 酸 限 ， 过 时 也 可 说 { .Ps } 收 敏 於 户 或 户 超 近 
j 。 记号 是 


200 宣 绝 吕 数 洽 
Tim 访 一 妨 吏 访 一 矿 


此 处 ,我 们 必须 提醒 薰 者 注意 :下 面 二 个 式 于 
J 人 2) 一 太 2) 和 太一 > 
是 有 深 列 的 区 别 的 。 第 一 个 式 子 才 明 :关於 周 定 的 2, 数列 ( .2 是 
依照 通常 的 意义 收 伊 於 八 2) 的 。 第 二 个 式 子 ,依照 定义 了 表明 姑 中 
可 烈 个 元 素 收 敏 放 一 个 元 素 ./.。 用 通常 画 数 玲 的 郊 来 说, 轧 一 帮 / EL2) 
的 意思 束 是 


履 
lim 1 FF 二 Agz) 耻 gz 二 0， 
和 


得 种 站 合 的 方式 称 需 数 列 {Jj 02)} 在 均 收 伍 於 JCz)。 
定理 1 假如 画 数 {j 2) 平均 的 收 化 於 八 z) 那 末 {Jj 2Z)} 度 
量 收 化 於 . 扩 z)。 
证 明 零 cc>0。 时 
4(o)= 瑟 (| 访 一 门 之 0 


出 
人 CAae> 人 (12gz>>ozvmd(c)， 
人 akc) 
因 人 入 e 和 是 回 定 的 , 因 琵 
1.4(Cc) 一 >0. 
阴 坊 J 一 -一 b 


系 ，” 如 果 画 数列 {Jj 2 上 平均 收 伍 苓 大 2)， 划 必 有 一 子 郴 数列 
人 nz 概 收 化 於 帮 2)。 
踊 系 从 定理 1 和 第 四 章 $3 的 黎 斯 定理 可 以 明白 。 但 是 我 们 也 可 
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alli 本 


切 直 接 苹 明和 从 从 设 
8 
lim 人 (一 Psdgz 一 0 
所 Do 盖 
必 有 如 下 的 《pt 21<Ca<os< 


疡 
1 Co-PDxaz < 十 ， 


因此 ,帮教 
o 了 
1 (fu-PDraz 
1 一 1 
是 收 伊 的 。 由 第 赤 章 $ 1 的 定理 11, 知 在 [w 妇 ] 中 , 因 全 
Jo) 一 Ca) 
骨 乎 不 不 成 立 。 


可 注意 的 是 ,从 户 (z) 的 平均 收 伊 走 7z) 不 能 导出 .PP(z) 的 要 
收 化 亦 八 2)。 此 事由 第 四 章 $ 3 的 例 可 以 明白 。 

另 一 方面 , 邹 使 jz) 一 几 2) 在 [co 上 不 处 成 立 ,不 能 得 烈 /(z) 
平均 收 人 敏 於 败 2) 的 车 论 。 

例 说 企 L01I4 上 有 如 下 的 一 列 画 数 《jz))}: 


党 0<z<< 二 时 ，7(z) 一 加 
在 [043] 中 其 他 前 点 ， 记 (wz) 一 0， 


那 未 是 然 的 ,对 芯 26L101] 成立 
lim jCz) 一 0. 
的 一 > co 


但 龙 ， 


202 实 儿 到 数 洽 





72Ca)aa 一 1 20 人 一 2-> 十 oo。 
0 0 
定理 2 (极限 的 惟一 性 ) 中 的 画 数 列 六 js 7 只 能 有 -- 
个 和 室 限 。 
设 明 ”假如 
一方 了 7 一 > 
划 


一 外 委 迪 一 六 | 一 外 
不 等 式 的 右 方 收 合 於 0 故 必 
1 一 外 =0. 
从 而 j 一 9=0 或 了 /=9。 定理 二 星 。 

此 定理 亦 可 用 他 法 发明 :如 果 六 一 六 /一 9 如 (2 同时 度量 
收 化 於 败 2) 亦 度量 收 化 於 9% 27) 因此 做 2) 一 9z)。 它们 在 避 中 可 
马 看 作风 一 个 元 素 。 

定理 3( 模 数 的 连续 性 ) 著 访 一 访 如 | 下 

公 明 ”从 下 面 的 不 等 式 

下 十 人 一 了 


ES 二 Un 一 用 
序 得 

有 一 TS 一 川 . 
从 而 定理 得 六 。 


系 ” 收 敏 本 数列 {j) 的 模 数 是 有 界 的 。 
定 闵 2 设 {.j 加 上 /是 Za 中 的 一 图 数列 ,如 果 汉 和 藤 任 一 正 数 。 有 如 
下 的 : 党 0 DA 时， 
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| 六 一.jm1 < 
成 立 , 那 未 谣 : { 思 是 本 来 收 伍 的 
定型 4 “假如 {.j 思 上 有 标 限 , 那 末 {.j) 是 本 来 收 仇 的 。 
设 明 让 
lim 九 一 六 


邹 一 > co 
汉 锥 正 数 *。 有 六 : 稼 9>A 时 ， 


[ 一 上 I< 了 7 e 


因此 ,党 吧 >A 2>AN 有 时, 成立 着 
n 一 /四 安 | 一 川上 + 旷 一 /< 

定理 由 是 证 涌 。 

上 述 定 理 之 逆 亦 得 : 

定 建 > ”假如 {j 是 本 来 收 化 的 , 那 末 {7.} 必 有 枉 限 。 


输 明 取 收 伊 级 数 东 ， 对 於 每 一 个 友 取 轿 使 得 党 wm 
6 一 


201 -之 9 旦 ， 
_ 荆 
成 立 。 
不 妨 恨 变 ”4<9a<7s< 


loss 一 fa < 就 ， 
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人 | 一 jw < 十 oo. 
8 一 上 
由 $ 1 的 不 等 式 (3), 得 
已 
1 | 一 92 和 1 一 0 上 一 e 
因此 , 毅 数 
有 
欠 大 二 和 主 一 六 X 和 
了] 7 
也 是 收 化 的 。 由 第 关 章 $ 1 的 定理 11, 级 数 


Jiz)1 十 -之 | ysi2) 一 (2)| 
一 
是 概 收 伊 的 。 因 此 , 琢 数 
ja2) 十 2 [fair(2) 一 (2)} 
太一 工 
也 是 概 疏 化 的 ,到 吏 是 说 : 标 限 
lm yj (2) 
在 co 
末 乎 不 不 存在 (和 霞 有 限 数 )。 
今 引 人 人 夯 数 /2): 管 0 ju2) 存在 起 有 限 数 时 , 邵 倪 7) 等 


於 此 数 ， 在 其 他 的 点 旭 合 jz) 等 於 0。 画 数 fCz) 题 然 的 是 一 可 测 函 
数 , 蓄 且 灯 乎 对 放 [0 中 所 有 的 点 ， 
(2)->F(z)， 
我 们 还 要 避 明 :此 西数 .JCz) 属於 希 尔 具 股 空 间 ,站 且 是 { 太 }》 的 极 


， ea 


卤 涉 
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俱 此 目的 ,对 放任 意 的 正 数 。 取 如 下 的 义 : 党 0>N ,DAN 上 时， 
| 六 一 /< 
取 名 区 大 使 wo> 。 那 末 光 於 任意 前 > 和 任意 的 > 各， 


已 
1 (Cj 一 j 202<8 
应 用 法 都 定理 於 画 数列 {【( 访 一 六 2018 和)， 乃 得 
忆 
CA 一 六 saz<ce 


(此 地 ,从 轧 一 EDa， 得 到 .EDa。) 
部 党 ”> 时 ， 

| 一 用 < 
认 是 定理 蒂 兴 。 

本 定理 中 所 述 希 负 具 腊 空 间 的 性 质 ， 禹 信 空 间 的 完备 性 。 旋 者 可 
以 丰 到 , 此 地 的 定理 4 和 定理 5 全 有 名 的 波 页 采 诗 柯 西 的 收 人 敏 条件 是 
相似 的 。 波 尔 采 详 柯 西 的 收 倒 和 休 件 是 数 轴 各 的 连续 性 的 多 重 表 示 形 式 
中 的 一 个 。 此 性 质 可 马 四 下 面 厅 个 命题 中 的 任何 一 个 表 过 出 来 : 

4A.， 如果 将 直角 珊 上 的 点 修成 和 三 和 工 两 部 范 ， 使 王 中 的 任何 点 位 
於 了 中 任何 一 个 点 之 左 , 那 末 或 是 并 有 最 右 点 或 是 王 有 最 左 加 。 

B.， 有 上 界 的 集 必 有 它 的 上 确 界 。 

C， 有 上 乔 的 单调 增加 的 伙 数 必 有 有 限 的 极限 。 

D， 如 果 {a, 是 一 列 前 者 舍 有 和 后 者 的 于 区 间 。 著 其 泪 长 收 敏 圾 
如 几 有 一 点 合 在 所 有 的 心 中 。 

业 ， 波 重 乐 芥 柯 西 御 别 法 :本 来 收敛 的 发 蓝 (z,) 必 有 有 限 的 极限 。 
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如 果 从 元 除 去 一 点 , 风 上 壕 纤 定理 不 复 成 立 。 

在 定理 A, B,， O, D, 卫 中 只 有 最 后 一 个 卫 , 是 没有 用 到 直 烷 上 点 
的 灵 序 概念 。 因 此 ,在 较 数 轴 更 揽 杂 的 空间 中 忆 可 以 用 类 似 共 也 的 抽 
别 法 来 说 明 空 间 的 加 苇 性 。 

定式 3 妨 4 是 空间 z 中 的 一 点 集 。 假 如 五 中 任意 -点 是 4 中 
某 点 列 的 极限 , 则 称 4 在 Z 中 是 不 不 稠密 的 。 

用 沪 画 数论 中 的 述 记 来 鹏 : 多 认 而 数 类 4C Ta， 如 果 六 中 任意 一 
个 丽 数 是 4 中 某 醒 数列 依照 平均 收 伊 的 意 闵 ) 的 极限 ,由 称 4 在 有 
中 不 处 稠密 。 

容易 看 到 ,要 4= (9)} 在 Za 中 不 处 稠密 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 对 
蕉 任意 的 PE Z 和 任意 的 正 数 s, 在 4 中 有 9 适合 


| 7 一 "1<s， 
定理 6 下 列 本 数 类 : 
用 一 一 有 入 可 测 画 数 类 
C 一 一 连续 丁 数 类 
了 一 一 多 项 式 类 
S 一 一 梯形 画 数 类 


中 任何 一 类 在 Za 中 是 处 不 笛 宅 的 。 如 果 画 数 的 和 六 能 图 [c, 0 是 
[一 关 ,zz 则 和 沙 有 

T 一 一 三 角 画 数 类 
在 ZLs 中 也 是 处 不 稠 黎 的 。 

丛 明 21) 发 /CoD)e 瑟 。 轩 认 任 一 正 数 s。 (由 积分 之 纸 对 速 入 性 )， 
有 83>0, 当 

eC[tc， gb, ome 一 5 

蛙 , 可 使 
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1 请 (OO<82， 


由 第 四 好 $4 的 定理 1 圣 藤 到 个 8 可 以 找到 有 界 可 测 画 数 9(2z) 
使 
11 瑟 (.f 二 97)<8， 
北上 有 不妨 假 定 在 点 集 五 (j 二 9) 上 9(z)=0。 那 末 


r- 呈 = fc- yjriz= (7 一 0rda= 【Jrzo<a 
巡 y 汇 9) 下 j 汉 9) 
印 
必 一 %<s 
因此 定理 轩 於 到 的 性 明 已 时 。 
2) 发 jz) ET e>0。 取 面 数 g(z)E 开 全 


敢 一 路 <。 
设 |%42z)1 入 并。 由 上 淘 定理 ,有 过 苇 本 数 2(z) 通 合 


Mi(9 关 0 )< 一 一 5 ,|1PCZ2)| 魏 拷 ， 


这样 ， 
D 
lg 一 ?jj ) c- -9Jiqz= 1 (9 一 PrCa<c4Ee mgp) < 生 
Z9 二 yp ) 
因 之 ， 
R 
9 一 ?< 三。 
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上 一 别 <2 
因此 定理 对 蕉 C 的 发 明 已 经 宪 成 。 
3) 让 ./ 作 ZJ)EZa s>>0。 取 GZ)EC 便 


If 一 ?2|<< 坪 、 


然 合 由 伐 泵 斯 觅 荔 司 定理 , 有 如 下 的 多 须 式 二 42) 





8(z) 一 PCz)| < 二 斌 。 


因此 ， 


六 
E R2 


尾 


答 而 
由 到 一 五 | << 部 ? 
基 是 
凡 一 局 [< 


关 死 定理 夺 夫 尸 的 征明 已 成 。 
4) 恋 fxz) EDa，s>0。 取 9ZP(z)EGC 使 


1f- 吕 < 王 三 、 


SS 


因 需 P4z) 在 [La 01 上 是 连 夭 的 ,所 咏 将 [ao, 0 用 通 党 的 点 
Co 一 4<CI<ca< <cno 一 


划分 震 若 干部 从 ,使 w(z) 在 每 一 个 部 从 上 的 振幅 小 於 。, >。 然后 
引 和 人 如 下 的 棉 形 柄 数 : 
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82) 一 兄 (CCF) (ci<CXO<Cctly 一 0,1 人 一 人)， 
全) 一 PD(Cn 1 (c_I<C<C2)， 

喇 在 1 条 于 所 有 的 点 ，|s(C2) 一 g(z) | < 7。 因 死 
R 
ls 一 史 | < 了， 


征 砚 
内 一 中 < 
因此 定理 对 评 驴 是 惧 的 
5) 圾 后 , 旋 Lo 0=[ 一 mr] JCz)EZa。 
汉 基 任 一 正 数 。 必 有 连续 酌 数 2) 通 合 


?< 二 


汪 


1P(Cz)| < 五 
在 [一 一 站 上 作 如 下 的 速 续 本 数 %zD) 
向 ZEL 一 并 二 0 时 ，%(Z) 一 PC2)， 
多 一 环 ) 一 兄 (和 ) 
而 在 [一 ze 一 和 工 二 9] 上 划 取 图) ee 但 是 假定 


0<3<< 一 


函数 凡 Z) 在 [一 天 ] 上 是 违 革 的 , 兹 且 是 过期 的 ; 
儿 一 式 ) 一 细 ()。 
题 然 ，|%z)| 委 到 。 因 此 


一 丰 十 攻 


lz oz- az= (9 一 


“一 和 
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从而 
38 
由 一 由 委 二， 


田 传销 斯 腹 私 司 定理 ( 洼 意 %z) 是 遇 期 的 !),， 有 三 角 多 项 式 42) 
让 合 


1 一 2 到 本 二， 一 ASo<x 


因此 


2 __7r1TN\2 2 
人 ly 一己 = 人 (一 22dw < ， 





“一 有 


所 以 
节 一 21< 
於是 定理 完全 八 洗 。 
在 许多 问题 中 ， 夯 数列 的 弱 性 收 敏 ,也 起 到 很 重要 的 作用 。 
定 冻 4 当 庆 习 中 的 画 数 烈 户 (z),fa02) 假如 有 (zz E Pa 
使 天 傈 


p 声 
lim 人 Ce)fw(z)dgz = 人 9(eM7Cc)da 
1 红 红 


明 南 靖 中 任 一 两 数 9(z) 成 立 , 划 称 {f(z)} 弱 性 收敛 谎 jz)。 

对 放 弱 性 收 人 敏 我 们 只 介绍 下 面 的 定理 : 

定理 7 车 画 数 列 {.f(z)} 平均 收敛 臣 f(z), 旭 {Ps(z)} 必 能 
性 收 伐 於 作 Y)。 

证 明 设 g(z)EZ。 则 由 布 温 可 夫 斯 基 不 等 式 ， 
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| Cafe)-FCo)]az | < 


| 人 Co)dz | [rrxo-ra3aa | 


从 而 
2 8 
| paz- 人 gez | 二 ll 一 Jo 
运 驶 是 所 要 发明 的 车 果 。 


$ 3 直 交 系 


定 闽 1 两 个 在 [ 四 上 定 闵 的 醒 数 .jz),9(z), 如 果 满 足 并 保 
7Co)gCe)dz=0 


旭 短 .J(z) 与 %(z) 互相 直 交 。 
定 闵 2 在 [o 妇 上 定义 的 西数 ./z) 如 果 满 中 
忆 
1 Poaz=l 
旭 夭 /Kx) 是 就 范 的 。 
定 奈 3 ” 夺 放 在 [o 四 上 定 闵 的 两 数 系 ol(z ),aos(2),as(e) 
如 果 每 一 个 丽 数 是 就 条 的 ,任何 二 个 是 直 交 的 , 旭 称 此 画 数 系 是 一 就 乱 
的 直 交 系 。 
换言之 ,如 果 {ex(z)} 具有 休 件 


212 二 刍 夯 数 全 
1 《ii 一 作 
0 【〈? 十 扩 ) 


则 (cx(z) 是 一 就 孝 的 在 灾 系 。 题 然 的 ,加 上 直 区 系 中 任 一 图 数 邦 属 
从 La。 


人 mi(zJaa(zyda 一 | 














”例如 三 角 画 数 系 
1 6092 S]iD0 刀 c04 9 人 Sin 27 (1 
Je 9》 人 $ 1 1 多 9 ， 


看 作 在 上 一 一 天 | 上 定义 时 ,成 一 就 和 直 交 系 。 
设 。 中 的 本 数 .人 败 Z) 是 驶 基 直 5 系 中 王 数 的 一 线性 结合 : 
JI) 一 CGI 全) 十 Co 和 人) 十 … 十 cx) 
由 从 两 婉 末 上 wkr(z) 一 1 2… 光 )， 然 僵 积 分 帮 得 


cx 一 人 rz)ex(e)az 


所 以 傈 数 C1;C25 3 CN 是 完全 惟一 的 雇 定 的 。 特别 , 蔷 
(2) 一 4 十 区 (ar cos 1 十 pk sin tw) 
天 二 1 


上 蛙 ， 


由 = 一 上 (2)Q0， mr 一 志 Joom A0 0C0， 


“全 亲 


六 = 一 frcoanaa 以 和 5. 
对 饼 三 角 而 数 系 ， 过 些 公 式 是 富 理 到 发 现 的 。 因 此 有 如下 的 一 般 
年 装 。 


Ta 
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定 闵 4 设 {oxZ)} 是 一 就 能 的 直 交 系 ，.z) 是 Te 中 之 一 醒 


忆 
《7 -一 1 了 (YESJCY 


个 JY) 天 基 (ex(2) 上 的 神 理 埃 傈 数 。 
级 数 


人 CGO8( 多 ) 
8 一 工 


称 息 .上 2) 天才 fox(z)} 的 富 理 埃 级 数 。 

现在 我 们 来 砚 察 一 下 ,在 希 鲜 中 股 空间 中 丽 数 f(z) 与 fc) 之 富 
理 堵 级 数 的 部 共和 之 接近 程度 如 何 。 就 是 说 , 珊 

nkZ) 一 之 ckOEZ)， 
一 ] 
我 们 要 估计 
一 人 中。 
息 此 目的 ,我 们 首先 计算 下 面 雨 个 积 耸 : 


4 
人 7Ce)SsCe)dgm， 人 SCo)ax 
我 们 得 到 


B 网 网 
人 7Ce)SACe)dz= cl 7Ce)on(e)az -2 
CC 太一 1 站 此 二 -本 


闻 检 可 得 到 


214 容 变 本 数 阶 
六 2 人 
\ SiCe)dgx= Y ciet 人 ws(s)ox(z)dz= ye. (3 
让 2 大 全 太一 上 
因此 
已 沁 人 
[一 SP= 人 CPP 一 27So+Si)az= 2dw 一 卫 o 
人 他 6 一 并 
或 是 


上 一 sl?=Trlz 一 了 ec (3) 
下 一 
通称 (3) 需 中 赛 泵 的 等 式 。 因 需 左 远 不 是 负 的 ,所 以 


2 < 术 人 2 


8 一 上 
过 是 只 赛 页 的 不 等 式 。 

但 是 此 地 的 ”是 任意 的 ,因此 上 内 赛 页 不 等 式 可 以 加 强 息 

2 ce8<| 人 2 (4) 
一 1 

特别 , 当 等 式 
疙 C 有 一 才 帮 | (5) 
玫 一 1 


成 立 的 时 候 , 则 称 此 等 式 坑 封 于 公 式 。 它 有 非常 简单 的 意义 ,就 是 ; 利 
用 具 赛 禄 等 式 (3) , 封 于 公式 可 以 改 寅 坟 
0 过 一 全 站 =0， 


换 句 语 说 ,者 闭 公 式 表 示 : jz) 的 富 理 瑟 级 数 的 部 牙 和 8 (2z) 收 


人 
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效 於 (依照 二 中 的 收 敏 意 衣 ,或 称 在 均 收 化) j(s)。 
定 闽 5 设 {or(z)} 是 一 就 和 走 交 系 。 假 如 此 系 对 於 Ze 中 的 任 
， ”一面 数 能 使 封闭 公式 成 立 , 则 称 fenr(z)) 是 一 土 于 系 。 
定理 1 假如 {ex(z)} 是 一 圣 闭 系 ， 那 未 对 於 Z 中 任何 一 对 
数 jz) 和 (2), 等 式 





已 心 


P 
7Co)gCo)az = 开 ozs 


一 二 


成 让 ,其 中 
6 8 
0k 一 人 Ge)or(e)ga， or -人 942JGKZD)QV， 


证 明 ”本 数 ,2z)+9(02) 的 圭 理 埃 傈 数 是 中 十 pb 所 以 
HUA+g 要 = > (十 朱 )2 
太一 二 


从 重 得 到 


， 志 2 ww 辣 _ 
人 Pa +24 7g dz+ 9 QX 一 福 0 十 2》0 了 十 >》 
Ga G a 4 一 一 4 一 | 
由 是 部 得 所 要 前 等 式 。 
， 定理 1 中 的 等 式 称 塌 一 般 的 振 闭 公式。 
潜 设 {oM2 儿 和 古 一 封闭 系 。 设 六 2)E Za 帮 Z) 关於 【crC2 针 
的 宕 理 埃 般 数 是 3cxox(z)， 则 等 式 


CR 


417Ce)az= 信 打 和 ) 纪 人 
总 


贞 一 半 加 
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对 芯 La2] 中 任何 可 测 集 互 成 立 。 

事 旭 上 , 设 %z) 是 五 的 桂 徽 丽 数 , 则 9(z) 的 平方 是 ( 卫 ) 可 各 的 ， 
所 已 问题 如 车 刻 一 般 的 封闭 公式 。 

可 以 生 意 的 是 :.Az) 的 管理 去 航 数 >》 csok(z) 可 以 故 厅 不 收敛 放 
J 几 2)。 

定理 4( 司 捷克 洛 夫 ) 发 西数 族 4 在 疡 中 是 不 看 稠密 的 。 假 如 
twx2 外 对 页 4 中 任 一 画 数 能 使 封 关公 式 成 立 , 那 未 tons(z)) 是 -封闭 
系 。 

设 明 没 . 作 2)6EZ2 7z) 的 贸 理 到 级 数 是 > cxak(z)。 甘 


四 = 之 crak(2)。 
下 一 工 


那 末 ， 
1) 人 太 )= 克 CD)， 
2) 尽力 十 /2 一 Sa) 十 人 sa)， 
3) jej 委 | 及 
葬 徙 十 式 是 很 明 题 的 。 第 三 式 由 (2) 及 具 赛 泵 不 等 式 即 得 : 


狼人 
X 一 
往 司 到 过 些 事情 以 后 , 取 Z 中 的 任意 画 数 jz)。 轩 南 任 意 的 正 数 
25 因 坊 4 在 坟 中 盛 处 稠密 , 必 有 画 数 9(z)E4 适合 
岂 一 中 < 二 ， 


但 是 


有 一 SS 一 ?+ 一 SC 二 So 一 SC 有， 
间 且 
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上 SC9) 一 Se)1=1Ss 一 DISlg 一 站 < 
所 已 
上 一 SC < 二 se 十 19 一 SC9)| 
对 站 94z7 封闭 公开 是 成 立 的 ,所 以 有 如 下 的 90o: 党 mo 时 ， 
lg 一 SC9J< 二 


因此 ,不 等 式 
朵 一 SS 诈 <s 

和 9%>?o 时 成 二 。 定 理 冲 。 

系 上 如 果 封 闭会 式 对 於 一 切 画 数 1， 2， 22，22 pm 都 成 立 ， 草 
toOkZ 站 砍 是 一 持 闭 系 。 

事实 上 ,对 衣 任 一 多 项 式 

2) 一 4 十 4 十 十 了 mm， 
成 立 着 等 式 
心包) 一 .49 人 1) 二 4) 十 十 4mnS(CZmy， 

因此 


和 P 一 SP 1 4 ,jzz 一 SCzol。 
有 = 


上 上 式 的 右 方 党 mw->oe 了 接 近 堆 0。 所 忆 圭 于 公式 对 起 一 切 多 项 式 
是 成 评 的 。 但 是 多 项 式 在 Za 中 是 碟 碟 稠 赛 的 ,因此 司 明 自 【os(z)》 的 
封闭 性 。 

然则 封 转 系 是 存在 的 轰 ? 下 面 , 司 捷克 洛 夫 的 定理 〈 系 2 ) 答 以 肯 
定 的 回答 。 
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系 2 ”三角 画 数 系 41) 是 儿 于 的 。 
事 贯 工 , 只 要 苹 明 完备 公式 对 於 一 切 三 角 多 在 式 
业 (2Z) 一 4 十 Y (Qk co08 1 十 Dr Sin 有 2) 
一 

成 辽 怠 够 了 。 因 和 需 人 42) 是 系 (1) 中 西数 的 绿 性 结合 ， 所 蕊 所 要 的 事 是 
很 颖 然 的 。 

定理 3(\ 黎 斯 一 非 症 ) 误 《or2) 是 Lo 2 上 的 一 个 就 和 直 交 
系 - 假 如 数列 co co co…… 满足 


忆 己 
< 十 oo， 
有 一 1 


那 未 存在 着 如 下 的 画 数 fFz)E 2: 
1) e 是 7jCz) 的 富 理 翅 傈 数 ， 
2) 7j2) 满足 插 闭 公式 : >c=| 2， 
证明 秆 


nrn(Z) 一 之 CGOKZ)， 
1 三 1 


中 党 和 > 上 时， 


so 一 S2= 人 | 三 amx(c) jaz= 
六 “ 帮 一 天 十 
6 1 
一 人 人 CC 1 GDi( EGR JCY 一 作 Cu， 
凶 ,大 忆 到 一 条 坏 革 


设 。 是 一 正 数 , 则 有 和 如 下 : 营 多 >2>A 时 ， 


第 七 章 ” 本 绒 及 其 平方 都 足 ( 了 可 黎 的 醒 数 219 


六 C<<82. 
六 一 多 十 芋 
因 之 ， 
1Sw 一 人 省 一 2. 
此 即 表 示 { 中 是 本 来 收 敏 的 。 
由 套 2a 的 移 全 性 ,存在 着 如 下 的 画 数 八 z) 6E Ze: 
| 一 站 ->0. 


过 机 所 得 的 画 数 . 八 2) 就 是 所 要 的 画 数 .事实 上 ,从 $2 的 定理 7， 
末 数 殉 {w2)) 网 性 收 化 於 .jz)。 尘 於 任 意 的 9(z)E 疡 , 等 式 


也 尼 
im | SwCz)9Co)dgz= 人 7C2)gC2)Ga 


成 评 。 特 别 兮 
9(2Z) 一 0 和) 
万 得 


必 四 
人 zyJoi(oydz = lim 人 Se)oi(z)az 


但 营 14 际 ， 


p D ， 
] 心术 和)G0t( 0 )QX 一 ) [也 CGO 多 色 ) | G0i( 人)JG 人 一 Ci 
从 而 得 到 


b 
1 下 ( 人 70 人 CEY 一 et 


因此 内 z) 芭 趾 所 要 的 第 一 个 性 质 。 
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Pei 





在 遭 个 情形 下 ，S,(z) 帮 坊 Jo) 的 蛙 理 埃 顾 数 的 部 分 和 ， 且 天 保 
式 

1 一 用 一 0 
下 让 。 因 而 封闭 公式 对 於 ,jw) 成 联 。 定 理 改 条 。 

注意 ”满足 黎 斯 - 菲 背 定理 的 函数 只 有 一 个 。 

事实 上 ,如 果 有 十 个 画 数 .Foz) 和 9(z) 都 有 此 性 贤 , 那 未 由 第 一 个 
条件 ,jz) 旺 9(z) 有 共同 的 富 理 志 傈 数 。 再 由 第 二 个 条件 乃 得 

一 三 ， 六 一 9 
从 而 得 到 = 9y。 

有 典 趣 的 事 是 : 如 果 将 定理 中 的 第 二 个 人 条件 除去 ， 那 末 是 否 膛 保 
持 着 注意 中 所 述 的 性 质 呢 ? 需 了 要 回答 过 个 问题 , 首先 建 评 下面 的 定 
太 : 

定 闽 6 求 (pox(z)) 是 在 tc, 引 上 属於 玉 的 夯 数 系 。 如 果 7 中 ， 
除 零 丁 数 ( 意 即 楷 乎 看 不 需 0 的 画 数 ) 而 外 , 没有 夯 数 时 所 有 的 mr (CO) 
成 直 交 , 则 称 (px(2)1 是 一 完全 系 。 

在 此 定义 中 站 不 需要 假定 (px(C2)} 是 一 就 和 直 交 系 。 

我 们 现在 要 登 明 ; 满足 黎 斯 - 非 藉 定 理 中 第 一 个 人 条件 的 郴 数 乱 唯 一 
的 必要 且 充 分 条件 是 : 原来 的 就 箔 直 交 系 (wk(z2)) 具有 完全 性 。 

事实 上 ,假如 {ox(o)} 是 完全 的 话 ， 嘟 末 当 .fo) 和 9(C) 有 相同 
的 富 理 坪 傈 数 


刀 D 
| DaoxGDaz=| gaosDaz =123 9) 
了 蛙 ， 三) 一 9) 帮 惧 所 有 的 Cj 21) 篇 址 区 ， 因 于 JJ ) 慢 IC0) 相同 。 
其 这 ,如 果 画 数 系 是 不 完全 的 , 那 末 存在 洲 不 同 帮 雳 的 夯 数 1(e)， 
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jz) 旺 丽 数 柔 中 任意 西数 篇 直 诡 。 由 是 , 若 夯 数 /2) 满足 第 一 个 人 条 
件 , 划 不 同 基 .Ac) 的 画 数 .Foc) 十 2) 也 满足 第 一 个 人 条件。 

对 於 融 对 直 区 系 而 次, 封闭 性 民 完 全 性 是 一 致 的 。 

定理 4 融 簿 丰 交 系 {torG)) 篇 完全 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 
(wxrko)} 是 者 于 的 。 

证 明 沪 《orz2)}》 是 封闭 的 。 如 果 画 数 fo) ED，jc) 导 函 数 
有 系 中 所 有 页 数 霄 交 , 则 jz) 的 军 理 坪 傈 数 均 需 0。 

因此 封闭 公式 部 入 


co 
| 一 人 > 人 一 0， 
站 一 工 


从 而 得 到 jz) 需 霉 夯 数 。 是 即 者 示 (ax(2))》 需 完 全 的 。 
其 迹 , 裔 (okxG2) 上 篇 完 全 的 , 假使 让 有 画 数 9(2) E Za 而 不 满足 封 
于 公式 , 则 必须 成 立 
人 c< 一 1912， 
天 三 工 


其 中 
忆 
| 9(GZ)or(20) au 
是 g(c) 的 富 理 志 圾 数 。 由 黎 斯 - 非 靖 定理 ,存在 着 如 下 的 画 数 Fo): 
b 避 心 
| ADoxGyaz=o，U= 工人 
作 太一 


但 是 夯 数 fo) 一 9() 与 系 中 一 转 画 数 是 而 变 的 。 又 {owe(2)}》 是 


2223 质 党 区 | 数 ] 


j 几 人) 一 引信) 
成 立 。 此 事 与 休 件 
上 有 < 
不 能 相 容 ,定理 因此 首 夷 。 
系 三 角 男 数 系 (1) 在 [一 天 开 是 完全 的 。 
最 后 我 全 要 计 给 奥 就 范 直 交 系 有 关 的 一 个 问题 。 
股 (okx(z》》 是 [ca, 中 上 就 复 的 直 安 系 。 双 悦 级 数 


之 人 (6) 
大 一 并 
是 收 伊 的 。 那 未 由 黎 斯 - 非 募 的 定理 ,级 数 
作 opw 及 和) (7) 
太一 1 
是 工 。 中 革 -- 画 数 /(z) 的 富 理 块 级 数 , 其 部 分 和 
Su(z) 一 》ockok(z) 
一 荆 


乎 沟 收 数 共 帮 zj。 因此 ,有 子 画 数列 [Soi(z) ] 在 Cu, 拉 上 格 收 笋 於 Kxz)。 可 以 订 明 足 数 
Mi 的 选择 ,是 伍 直 区 系 《oz)》 浸 有 关 傈 ,只 要 用 到 (6) 就 多 了 。 吕 大 这 和 介 问题 ,现代 有 许 
多 研究 。 我 仍 引 入 泪 此 有 关 的 最 简 哩 的 车 果 如 下 。 

定理 5 卡 契 马 司 )o 贫 


世 早 足 数 mi KHg<Msg 必 .…… 使 
var 人 十 co， (所 ) 


旭 画 数列 《3n 让 7)》 全 平 卡 不 收敛 。 
灵 妥 ” 假 屋 八 2) 是 少 足 歼 斯 - 非 闵 定理 中 两 咎 条件 的 画 数 , 则 由 中 赛 尔 等 式 ， 
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部 一 二 


1 SS 一 站 关 一 1 有 一 入 o 一 和。 
太一 二 


由 代 件 ( 瑟 )， 
co “ 尼 
了 (os-， 一 六 202 必 十 co ， 
1 一 二 
所 灸 由 第 六 章 41 的 定理 1, 在 [Lao 直 8 -ID1) 概 收 仇 共 人 z)。 
另 一 方面 ， 


co 力 co 


了 frexor(z)]?ao= > 吧 <+a， 
下 一 C 太一 工 


所 以 仍 由 第 六 章 8 工 的 定理 1 在 [c,2] 上 关 傈 
csio1t 人 人 六 >0 
网 乎 处 不 成立。 从 而 得 到 
Sni2) 八 w)。 
此 邹 所 要 姓 明 的 类 果 。 
定理 6( 拉 特 马 赫 ) 珊 多 8&) 是 单调 增加 的 正 画 数 ， 当 8 址 近 雁 十 ee 时 国 数 沧 大) 
十 mo 沙 


Z YE)o < 十 o， 3 
太一 芋 
双 足 数列 mn: Cae<7?as 女 …… 江 足 
尽 (9 ) 2 《 忆 ) 
划 画 数列 《Sn ,(z)》 灿 平 处 卡 收 敛 。 
发 明 我们 将 姓 明 下 而 的 事 关 : 当 数 列 9 消 足 ( 忆 ) 时 ,一 定 也 满足 (到 )。 从 而 即 得 定理 
的 证 明 。 乱 此 目的 ,我 情 将 休 件 (8) 改 志 坊 


co 了 2 一 站 


人 》 久 1 吕 < 十 co。 (9) 


4 一 上 民 一 和 3， 


乔 电 人 卫 ) 乃 得 
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co 名 f+1 一 了 


》i > 吧 < 二 mn， (10) 


一 站 7 一 


那 末 , 糙 二 和 旬 八 数 

了 5 一 荆 各 3 一 于 和 4 一 芋 

02 十 防 cv 十 》 08 十 ee 
丰 一 入 1 太一 入。 六 二 28 
加 3 一 荆 714 一 二 

十 人 7 十 人 0 十 

玫 一 32 上 一 委 3 《11) 

3 一 二 

十 入 c7 十 机 
太一 也 8 

的 | 


行 行 粗 加 的 状 数 是 收 竹 的 。 因 此 ,将 此 二 重 航 数列 列 相 加 亦 需 收 伊 ， 因 入 第 半 列 的 和 是 ri。 
所 以 条件 (下 ) 成 立 。 定 理 共 里 。 

注意 ” 尔 件 ( 互 ) 与 (了 ) 是 等 价 的 。 可 实 上 , 我 们 已 烃 从 (有 ) 泊 出 ( 互 )。 今 洪 其 道 : 肯 
n; 满 吓 (五 )。 那 未 , 桨 (11) 列 列 相 加 ,得 一 有 限 的 和 。 将 (11) 行 行 相 加 ,部 得 钵 件 (10)。 如 


果 恒 
Y(1) 一 : Ca 


划 (I10) 式 可 具 写 篇 (9) 式 或 (8) 式 。 显 然 的 ， 多 7 思 ) 漳 是 拉 竺 马 共 定理 中 的 包 件 ， 而 飞 满 


足 《 羽 )。 
S 4 绽 卓 j， 


“ 欧 炎 里 得 二 度 空间 R。 的 点 乃 是 有 序 的 实数 轩 (auas)。 

对 於 忆 中 任 一 点 天 (aucs)， 作 和 从 原 烛 至 点 至 的 癌 径 2 的话 , 那 
来 点 怒 的 座 标 (auas 表示 癌 量 2 在 坐标 加 了 上 的 射影 。 因 此 数 对 (aacs ) 
不 但 可 以 看 作 一 点 ,也 可 马 看 作 一 侦 问 量 ， 运 伴 的 厅 理 是 很 有 妨 芒 
设 有 十 个 癌 量 2= (cbas) 时 =(0b0)， 则 可 作 其 和 

X 十 一 (Ci 十 Geo01 十 Do)， 





CI 


第 七 草 ” 本 自 及 其 平方 都 是 (Z) 可 积 扔 本 改 22 


又 对 於 门 量 2Z=(atas) 可 夷 以 实数 : 
/一 (CO Kao )， 
但 对 状 点 而 言 ,类 似 的 于 续 怠 做 不 起 来 。 
问 量 2%=(Cxuaa) 的 长 是 
1z| = 5 二. 
(我 们 顺便 注意 到 ,过 优 非 就 是 毕 溃 哥 拉 斯 的 定理 )。 
其 共 , 潮 於 癌 量 2=(aba) 明 2=(050s) 以 雨 问 量 间 交 角 0 的 独 
弦 琵 其 用 问 量 的 长 之 积 得 殿 y 间 的 内 积 (2V7): 
(2 一 外 iyleospb， 
通过 问 量 的 射影 ,可 求 出 
(ZJ ) 一 0i01 十 orebr. 
知道 责问 量 的 内 积 与 两 向 量 的 长 时 ， 两 向 量 间 的 交角 可 由 关 傈 式 


一 420) ) 
5 一 (SAsn) 





次 定 。 
特别 ,等 十 问 量 让 效 蛙 ， 
(01) 三 0101 十 ao 一 (0 
逐 字 相同 的 应, 可 以 氏 述 三 度 空间 及 ,中 的 事情 : 
1) 有 序 的 三 个 足 数 2=(arbde0s) 可 以 看 作 Rs 中 的 一 点 也 可 以 
看 作 &s 中 的 一 个 呵 基 。 
2) 雨 个 问 量 可 以 相 加 。 向量 可 以 弱 上 一 个 实数 。 向 量 z= (ca， 
xi0s) 之 用 |2| 由 时 过 哥 近 斯 定理 是 
io = 1 十 98 十 3 
3) 多 於 辣 量 Y=(cucsas) 与 9=(000o0s) 可 以 作 其 内 入 
《22) = | 213|eo80 王 cip01 十 oobz 十 0s0s， 


226 窒 狼 攻 | 数 戎 
4) 世 知 内 积 (2 ) 和 站 量 的 长 ,从 


sg (230) 一 
7 (sosn) 


He 


得 癌 量 月 的 挛 角 9。 
5) 十 站 量 直 交 的 人 条件 和 
(0207) 一 Xi01 十 0a0s 十 0a0s 一 0. 
-上面 所 述 的 关 作 式 可 己 扩充 到 7 度 跑 滋 里 得 衬 间 2 中 去 : 2 个 
有 序 的 哮 数 
和 一 (00Q2……Qn 
称 入 如 中 的 一 点 或 是 如 中 的 一 个 器 基 。 
2 一 (04250n) 的 长 12| 十 
上 2 一 二 二 十 十 0 
至 亦 内 积 不 能 再 由 夹 角 来 定义 ,只 好 用 下 面 的 等 式 求 才 示 : 


《2 ) = 六 0x08。 
1 一 1 


反 过 来 , 答 关 傈 式 


(2 。 
c088 一 一 ?时 一 < 
[和 SPSn) 


可 以 定义 角度 0。 要 此 定 尺 合理 ,必须 文明 

2 和 安 |2 和 yy 
如 果 过 事 已 芒 实 ( 司 朋 在 下 面 ), 那 末 很 自然 的 , 党 两 个 癌 量 2= (aas 
…0n) 和 2 一 (ob0o……on) 满足 条件 





KZ:9 1) 六 arox 一 0 
帮 一 工 


隆 , 称 它们 是 相互 宜 交 的 。 
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共 死 拓 广 过 程 向 入 前 介 ， 上 自然 会 引 到 扰 限 空间 天 = 的 概念 上 去 
( 民 - 环 可 记 符 lo)。 不 过 对 此 加 题 ,我 们 只 作 问 量 的 探讨 。 





洛 一 (Cl1， Co，0Q3，……… ) 
闯 吓 
lo = 了] Yo<+a 
8 二 二 


际 , 称 2 是 空间 4 中 的 一 个 问 量 。 
称 jzl| 篇 2 的 长 区 模 数 。 
上 是 然 , 如果 26 划 办 也 任 总 的 咏 问 量 
[0 一 (Kai [ao ps ) 
也 属於 2, 下 且 等 式 
jc 人 
成 让 。 特 别 是 : 站 一 引 = | 2 
俱 如 2 一 (qi Ga 0a ) 和 2 =(05 0 0 ……) 都 属 走 人, 那 末 
Z 十 9 一 (4 十 Di 0 十 po 0s 十 ps，………， ) 
也 属於 e。 事实 下 ， 
《GT 十 oO)2<20C82 十) 


又 旬 厅 壬 式 
[ozrokl < 十 世 
知道 级 数 
(2 9) 一 之 Oh 
上 一 


是 筷 黑 收 化 的 , 称 其 和 和 需 向 量 2 与 9 的 内 积 。 


228 裤 儿 二 倪 兴 


罕 间 2 导 人 存在 肴 密切 的 关 傈 。 任 辣 取 一 就 箔 的 完全 让 交 系 
tor2)5 光伏 La 中 任 一 画 数 人 败 2) 作 . 故 2) 的 贸 理 堵 傈 数列 





心 一 (cl; Cz， Cg ) 
与 之 多 有 巍 。 
从 封闭 公式 
| -TV/ > 如一 时 |<+oeo， 
8 一 1 
知 2 是 总 中 的 隔 景 。 


容易 避 明 , 过 样 的 关 傈 是 一 对 一 的 。 事 实 上 ，7。 中 不 同 的 两 元 素 
(由 於 {ox(z)} 的 完 公 性 ) 对 应 於 5 中 不 同 的 两 向 量 。 而 由 黎 斯 - 菲 前 
定理 , 2 中 每 一 个 向 量 是 Z 中 革 一 画 数 的 富 理 埃 傈 数 所 成 的 数 型 。 

过 个 对 应 ,除了 一 对 一 的 性 质 而 外 ,还 有 其 他 的 性 质 : 当 

Z~ 2 一 9 
时 ,其 
z 二 gw 十 
8OwAF 
由 是 , 设 五 中 的 元 素 六 六 之 间 存 在 着 
pif 十 kof 十 … 十 有 oj 一 0， 
亚 示 将 户 ,fj 轧 换 已 对 应 的 2 中 的 元 素 时 此 关 傈 式 也 成 立 [2 中 
的 向 量 (0,0, 0……) 以 0 刀 之 ]。 假 如 将 此 事 与 等 式 
上 = 
合 傍 考虑 , 那 未 空间 厂 与 fw 依照 大 何 学 的 意 闵 是 完 公 相同 。 因此 空 
问 ?2 也 称 它 做 希 页 具 觅 空间 。 
心 一 (ai， Ce，03，…，…， )， 4 =- (1， D。， 0s， ss ) 
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ae 


是 e 中 两 个 问 量 ， 而 /了 与 9 是 Z。 中 相对 应 的 元 素 。 一 般 的 圣 闭 公式 


天 示 
站 2 人 
人 7Ce)g(s)dgz = 卫 oois=(zg) 
人 下 一 
由 此 天 傈 ,很 自然 的 , 称 积 修 
已 
17Ce)g(z)aa 
息 元 素 / 和 J9 的 内 积 (2 中 的 元 素 今 后 并 各 入 该 空间 的 向 量 7)， 而 以 
“只 号 
(CjJ 9) 
一 这 之 ,由 是 
CLf9) 一 (2 )， 
由 布 沽 可 夫 斯 基 的 不 等 式 ， 
79 和 委 |9l， 


由 此 可 以 定义 疡 中 的 元 素 上 和 2 问 的 角度 0: 
0 
0 SS 
特别 ,我 们 以 前 定义 坪 个 画 数 jz) 与 9) 互相 直 克 的 条 件 是 
(9g)= 0， 
过 剖 好 就 是 Ze 中 雨 个 元 素 相交 成 二 角度 的 条件。 
此 外 , 若 wx) 是 就 第 的 画 数 : 


je | 一 ]|， 
划 ez) 可 以 看 作 ( 直 交 ) 空 间 Za( 或 za， 因 篇 根据 上 述 , 二 者 是 -一样 的 ) 


530 实 雪 区 | 数 请 


中 的 单位 问 量 。 在 此 情形 下 , 可 以 定义 癌 量 
射影 oj = ileosg 
其 中 0 表示 亲征 了 了 晤 @ 间 的 变 角 。 换 这 之 ， 





er 


的 杀 | 影 ， 





射影 。j = f (zya(Cz)d2. 


过 栋 一 来 ， /2 ) 关於 直 交 柔 {ox(2)} 的 视 理 堵 傈 数 , 成 需 向 量 
在 所 说 的 机 数 系 的 诅 癌 上 的 射影 。 
在 ?2 度 欧 里 得 空间 中 ,和 问 量 2=(cu as gs) 的 长 是 


多 
2 = 之 虽 、 


六 一 二 
过 是 队 过 哥 拉 斯 定理 的 拓 广 , 因 吉 ur 是 向 量 ” 在 座 标 轴 上 的 射影 。 现 
在 我 们 考察 其 中 的 mm(m<2) 个 射影 。 要 知道 2 个 射影 是 否 侍 落 在 所 
考虑 的 om 个 轴 上 ， 只 要 比较 一 下 和 和 的 大 小 就 行 。 但 也 可 以 从 等 
二 


lol = 
有 一] 
是 否 对 所 有 的 * 成 立 来 币 断 , 因 需 如 果 mm<o, 一 定 可 以 技 到 向 量 * 通 


合 南 阿 < zj。 此 外 ,有 逮 可 以 从 能 和 否 找 出 一 个 方向 与 所 券 同 的 汉 个 


可 对 部 直 妆 求 加 以 决 定 。 

洛 於 振 卫 公 间 22, 凡 卫 对 丰 交 系 {ax(2)} 就 是 一 系 直 交 座 标 轴 。 
舍 我 们 考 夸 未 一 组 直 变 系 的 上 时候, 要 弄 明 白 示 --- 组 是 否 已 包含 可 能 取 
到 五 疝 的 全 部 ,我 们 就 无 法 直接 来 数 清 它 。 所 已 我 们 就 会 想到 将 天 论 % 
度 空 间 所 说 的 另外 专 种 方法 加 以 拓 广 。 在 拓 广 时 就 自然 会 引出 封 防 伍 
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完全 二 个 定 闵 。 特 别 , 半 封 性 语 完 全 性 二 个 概念 对 於 就 能 在 交 系 是 老 价 
的 原因 逻 成 很 清 炮 了 。 
至 此 篇 下 ,我 们 只 是 从 疡 与 的 联系 得 则 对 7 的 一 种 新 的 看 法 
(过 当然 很 重要 )。 忆 和 后 我 们 还 要 利用 过 个 联系 建立 起 一 些 新 的 事 丑 。 
首先 ,不 等 式 
| zs 2 
与 布 泊 可 天 斯 基 的 不 尝 式 
作 方 9 安居 9 


GeJGa9 。 
一半 一 1 下 一 二 


1 十 ViSSEZ 二 ii 
可 以 高 作 


Y Co+t < J/ > 环 2 号 
天 一 | 大 一 二 此 一 1 


不 等 式 (41 和 (2) 有 具有 单纯 的 代数 性 搓 。 世 次 ,再 Ze 的 完 介 人 性， 
肌 然 也 是 完备 的 [ 即 若 limlon 一 2mj = 042->co，7->oo ) 剧 00o0a 
是 收 化 的 .]。 

因 篇 ”% 度 宏 间 忆 , 是 空间 2 的 一 个 于 的 子 集 ， 所 以 一 本 上述 散 性 
质 ( 不 等 式 (1 (2)， 完备 性 ) 江 於 玉 , 也 成 立 。 

最 合 我 们 温 要 讨论 一 个 向 题 , 从 过 庄 我 们 可 以 看 出 Z。 与 1。 的 联系 是 多 冯 有用。 
固定 工 。 中 基 -- 个 元 素 gz)。 关於 每 一 个 了 GE， 取 数 
df)=( 访 9) (3) 
与 之 对 称 。 间 样 就 在 工 , 上 定义 着 一 个 取 袜 数值 的 画 数 ,具有 下 列 性 时 : 


又 不 等 式 





《2 ) 


3 宝 人 沈 本 数 洽 


(| 


1T) 里 (万 二) 三 中 (六 ) 二 下 ( 访 ) 

2) |@( | 所 枚 省 《天 = 王 19 雪 ， 

如 时 到 大 申 元 素 作 乱 狼 是 的 贾 数 下 ( 廊 常 取 里 数值 有 旦 县 有 性 质 二 和 23)， 那 未 全 它 和 起 
拓 癌 二 。 王 的 一 个 称 性 污 西 数 。 我 全 可 以 钙 明 ， 除了 (3) 县 外， 在 克 * 王 不 存在 其 他 的 粽 性 沁 
型 数 。 

定理 ( 藻 力 许 ) 若 @(y ) 在 上 空间 工 。 上 是 一 粽 性 污 画 数 , 那 未 五 。 中 有 惟一 的 元 素 g(z) 
使 等 式 


| 
让 


SCJy )=( 7 9) 
对 共 二 。 中 任何 元 素 几 z) 成 立 。 

这 朋 ” 假 眉 利 用 茜 一 就 箔 直 欧 采 ， 得 着 工 。 与 而 的 一 对 一 的 对 麻 ; 滥 种 对 诬 不 使 乏 性 
旧 保 受到 援外 ( 妆 卫 。 中 元 素 疝 的 糠 性 天保 和 经 对 应 和 后继 成 1。 中 对 应 元 素 的 综 性 天保 ) 莫 且 
对 应 元 束 的 模 数 相 癖 。 

设 /GEZ， 丰 7 中 的 对 谭 元 素 是 z。 令 @(7 ) 与 > 对 晒 , 那 末 得 到 一 个 在 !。 上 定 羡 
的 沉 吨 数 中 -中 具有 下 烈性 质 : 当 加 E jazzEz 时 ， 

(zi 十 zs) 一 中 zl ) 十 @(zs)，|d(z)| < 区 lz|. 
娶亲 明 的 是 : js 中 有 元 素 2 对 所 有 z 适合 


@(z) 一 《2 纪 ) 《4) 
首先 姓 明 @ 的 间 次 性 损 : 设 是 一 实数 ,出 
(cz) 二 <@(2). 《5) 
此 式 党 < 是 正 整 数 转 题 然 成 立 。 由 是 (5) 式 当 a 一 工 (mn 是 自然 数 ) 时 也 成 立 } 从 而 a 是 
正 的 有 刺 数 时 (5) 式 成 立 。 其 次 ,及 0 表示 向 量 〔0,0,0，……)， 册 


PA0) 一 中 0 二 0) 王 2d60)， 
因此 得 到 中 40) 三 0。 所 以 (5) 式 绍 ac=0 时 成 立 。 最 后 ,由 
0 三 中 (0) 一 GHz 十 (一 2 让 一 中 (z) 十 中 (一 2)， 
知 中 一 2) 三 一 中 (7z)》 因此 和 当 a 篇 任何 有 理 数 时 都 是 对 的 。 剩 下 来 要 寻 答 的 是 a 香 无 理 
数 昧 的 情形 , 坝 ” 是 -有理 散 , 则 
中 77) 一 7(Z). 《6 ) 
党 * 一 4 上 时光 6) 的 右 演 超 近 黄 (5) 之 右 壳 。 抽 (6) 的 左下 ,由 
[orz) 一 Caz)| 三 |1@ELr 一 c) 轨 | 夫 开 1 一 az 
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请 近 友 (5) 的 左 净 。 因 此 (6/ 式 成 让 。 


今 引入 辕 量 
ej 一 (0 0 10 …) 
《第 天 项 等 让 1)。 敲 
中 (ep) 一 4 (有 =1,2……) 
划 可 圳 
g 一 (4 本 。， 4。 ov) 
属 从 /ss。 事 宾 上 ,如 果 
21 一 (dd 40,0 )， 
7 
则 加 = 》 4kek， 和 从 而 
4 一 于 


但 扒 
中 (Vi) 二 了 41 中 (er) 一 》 4%。 
| 此 一 工 


久 将 不 等 式 |@@(2) 委 开 2| 用 到 yu 上 去 , 力 有 


]/ > 4 <K， 
三 荆 


因 思 是 任意 的 ,所 以 


17 1 六. 
渴 在 我 们 姓 明 ,过 个 y 就 是 我 们 所 要 的 元 素 。 即 对 蕉 任意 的 _zEza，(4) 式 成 立 。 
设 
2 一 (Cl Co Ga 0 ) 
定 总 中 的 元 娄 。 置 
2 一 (ol Co Ga)0)0， 机 )， 
了 
则 sn 一 apep 而 
一 革 
扩 | 
中 (zz) 一 人 8 中 (67) 二 人 dkK， 《7) 


玫 一 工 发 一 荆 
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si 


管 1 一 o 时 小 式 右 兆 赵 过 艾 《2,g)o 另 一 方面 ,由 奏 


| 惠 (7) 一 和 (za 一 |@(z 一 2 安民 省 2 一 2 三 到 、 罗 
太一 全 十 
因此 下 (zz) 一 下 (2z)， 故 (4) 式 成 立 。 


今 届 y 在 工 。 中 的 对 应 元 素 得 go 又 股 了 息 ， 中 任 -一 元 素 ,j 在 1 中 的 对 谭 元 素 和 
2， 朋 ] 
中 (y ) 一 中 (0z) 三 422) 二 (4 9) 
剩 下 来 的 证 明 是 : 在 忆 s。 中 只 有 一 个 元 素 9 使 久保 
中 (站 ) 一 (7 9) 
对 从 工 。 中 任 一 元 素 j 成立。 
妇 果 且 样 的 元 素 有 9: 真 9。 两 个 , 那 末 对 於 任意 的 六 因 保 
(9 一 9s) 二 (人力 9 一 人 jg) 一 下 及 一 下 人) 三 0 
成 立 。 置 j = 纪 一 gs， 对 来 得 到 
(91 一 9g891 一 go) 一 | ol 一 ga 星 一 0， 
从 而 9i:=gys。 定理 因此 宛 全 省 洒 。 


$ 5 沦 性 灼 立 系 


定 奈 1 亦 Zi)Po0Z) 232) 是 在 [ca 2 上 所 定义 的 7 个 
基数。 假如 有 不 全 篇 雾 的 9 个 常数 4:,4o4 通 合 

Pi(Z) 十 doga(2 十 … 十 daoPaC2Z) 一 0， (1 ) 

阳 阴 fa) 是 各 必 鸭 2 个 函数 。 假如 不 存在 过 种 常数 , 序 从 (1) 





| 


那 未 说 : Pi(z),ga(2) wz) 是 入 性 独立 的 4 个 画 数 。 

题 然 的 , 如果 2” 个 画 数 {9FKZ)》 中 有 一 个 对 等 於 0 则 {PACZ)} 是 
缚 性 根 虹 的 ;特性 独立 系 的 部 修 系 恒 乱 和 间 性 独立 。 

定理 1 ”就 和 直 交 系 是 粮 性 独立 的 。 


41i= 4 一 … 一 4 一 0， 
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| 


事实 上 ， 假如 {ck(2) (CC= 1 2 人 ) 在 [ac 上 是 一 吏 邢 的 站 交 
系 , 那 末 , 营 


4kGK(Z)w 一 0 
太一 | 
了 时, 乘 马 oi(x2) 然 钱 积 耸 ,得 着 
4 一 0 (2 一 1 2 人 )， 


由 征 即 知 定理 成 谤 。 

定 吉 4 设 ao pi 是 两 雨 相遇 的 :个 整数 , 则 ;个 本 数 2n1， 
2 在 任何 于 区 间 上 是 乏 性 独立 的 。 

过 征 内乱 多 项 式 只 能 有 有 限 个 根 的 缚 故 。 

定 蔓 4 函数 殉 PaCZ) Pa(2)……… 中 任何 有 限 个 画 数 系 需 迷 性 独 
芷 的 , 称 {2i2) 是 一 乏 性 独立 系 。 

就 乾 的 站 交 画 数 系 是 一 乏 性 独立 系 。 画 数列 1 2 22 7… 也 是 入 
性 独立 的 系 。 

设 ICZ7DZ22) 9222) 是 在 Fo 扑 上 属於 寡 的 个 画 数 。 
又 设 /9 契 2 中 任意 二 个 西数 ,是 


(人 = 人 CogCz)da， 


(Pa Pi ) CPP1， 9 ) 可 人 《9 pn) 

《92 PCPe Je (Po Zn) 
AN 

CA” 

(人 吧 ，， Pi ) (2 Go ) 四 (7Zo 9 ) 


定义 了 称 行 齐 式 An 篇 国 数 系 PICZ DO2 人 Po(2 的 死 批 成 
行 蓝 式 。 
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定 王 J 函数 系 
苑 人力 Jo 人 ) 7 人) 《2 ) 
猴 性 相 央 的 必要 旦 充分 人 条件 是 其 克拉 式 行 列 式 等 於 0。 、 
证 明 训 (2) 是 和 绿 狂 相关 的 ”个 函数 ， 划 有 不 至 是 0 的 一 组 党 
4 ,44 通 合 基 
di9D1TC2) 二 42) 十 … 十 4Do(Z) 一 0. (3 1) 
将 开 式 依次 当世 PICz)2202) Po02) 且 逐 次 积 俱 , 帮 得 
41C71D1) 十 42092199 十 … 十 4 (212Do) 一 0 
4107Po2T) 十 42072922) 十 … 十 4 CPP ) 一 0 
本 (4 ， 
(2091) 十 da) 十 … 十 4 (Po2) 一 0 - 
将 (4) 陈 中 的 4x 看 做 未 知 数 ， 划 (4) 是 以 人 需 行 列 式 的 一 次 联 立 
方程 。 但 因 所 有 的 4 如 北非 至 是 0 故 必 
A, 一 0. (5】 
由 是 (5) 是 称 性 相关 的 必要 人 条件 。 
全 设 A= 0， 那 未 联 立 方程 (4) 有 不 同和 施 0 的 解 。 设 41 49,4。 人 
是 过 样 的 一 组 解 , 使 (4) 成 坑 司 等 式 。 那 未 
2 
1 re)C4ipx(e) 二 …+4ops(z)]az=0 


下 


5 
1 Pan(2Z) .44192102) 十 十 42(02) dx =0. 


将 上 面 的 等 式 顺 区 和 梁 以 4144 而 相 加 , 中 从 
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了 
1 [4ipi(o 十 十 4p(zJ OZ 0 


由 是 得 着 (3) 式 ,3) 帮 表示 和 柔 {Pr(C2)} 是 稼 性 相关 的 。 
系 ”如 灯 
An 关 浊 
旭 AAA 中 汉 有 一 个 会 等 於 0 [4: 表示 (2021 ]。 
事实 上 ， 如 果 An 二 0， 因 {2KC2)} 优生 性 独立 ， 所 以 任何 部 分 系 
17 po2mn2<2%2) 是 线性 独 让 的 ;因此 Av" 二 0。 
衫 助 定 理 设 Fi(z)9as02) 222) 是 在 [co， 上 属 评 疡 的 








个 西数 。 是 
(PTPT) 人 PP (CPU 1) 吃 1( 人 ) 
《9221 PerPe (PeiG 1) Pa 人 2 ) 
匈 8( 爷 ) 一 |。ooovvovivvivvooovivieeveioiioosvvevivv vv， ， (6) 
(Za91) (Po82) (PoGo 1) Po | 
划 
0 (< ) 
(Yo 2x) 一 | 
A。，。 (下 一 %). 


钥 明 要 做 yz) 和 22) 的 乘积 ,只 要 行列 式 (6) 的 景 合 一 行 
琴 以 PK(Z) 就 行 。 至 於 加 (2) 加 4Z) 的 积 修 ， 只 要 将 最 后 一 行 作 积分 
误 行 。 蕉 时。 

将 行 刻 云 ozZ) 天 儿 最 后 一 行 展 开 ， 乃 得 

YAO 一 -422 十 十 4 1Po (ZE) 十 Ai9GD() (7 ) 

组 然 的 ,如 果 {2KZ2)) 是 乏 性 独立 的 , 旭 加 (2z) 不 名 等 旗 0( 因 起 

An 二 0)。 已 gz) 环 (7) 以 后 积分 ,利用 补助 定理 ,得 
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fr (zyGo AIA， (8】 


因此 A, 外 A，， (不 等 走 9) 是 同 咏 的 。 同 榜 的 理由 可 知 A，: 与 Av_* 是 
闻 号 ， 忆 下 类 推 。 因 此 ，A, 与 Al= (Po091)> 之 0 有 同 符号 ， 尖 样 ， 得 着 
下 面 的 定理 。 

定理 4 。 糠 性 独立 系 的 克拉 茂 行列 式 是 正 的 。 

由 上 面 所 主 的 族 事 实 , 可 苯 如 下 的 命题 。 

定理 5 (斯 密 胶 ) 裔 在 [Fo 妇 上 定 闵 着 有 限 个 或 可 列 个 粮 性 独立 
的 丽 数 Zi(z),pa(2)……。 那 未 可 已 建造 如 下 的 就 范 直 交 系 oai(o) 
oz(2) 3: 1) 每 一 个 而 数 wx(z) 是 {pi(z)}》 最 初 ”个 西数 的 性 
关联 式 ，?) 每 一 个 画 数 wv(z) 是 {owx(z)} 中 最 初 ” 个 机 数 的 穆 性 关 
联 式 。 

角 明 时 


ct(2) 一 3， oA 人 人 2) 一 汪汪 一 (>2) 


其 中 yz) 由 《6) 陈 定义 。 那 末 {ex(z 中 就 是 所 紧 的 在 交 系 。 
事 质 上 ,由 (7)， 





Gon(2]) 一 > OPKZ) 


下 一 工 
题 然 成 世 , 因 此 {ork2) 三 足 定理 中 第 一 个 严 求 。 
由 他 及 定理 ，Y 人 2) 熏 所 有 的 函数 Pt2) 22Z) 是 直 交 的 , 因 
此 wxz) 汪 Vi) PaC2) (及 其 各 性 关联 式 ) 孝 是 址 交 的 。 特 别 ， 
oil gt 归 aa1(C2) 则 是 :本 区 。 因此 ，{tcxk(zZ)) 是 两 十 得 交 的 
图 数 系 。 又 由 (8) 式 ,所 有 辑 数 o2) 都 是 怠 范 的 。 故 得 {eok(Z)} 是 
承 苍 的 直 获 系 。 
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剩 下 来 的 事情 是 要 蕉 明 





nk0) 一 人 px(2) ， (9) 
才 一 工 
此 事 当 ”一 工时 自然 成 立 。 今 蔽 当 mw < 时 篇 其 。 则 由 《7 


和 一 
工 


42 (zw) 一 帮 ， 由 nm (2) 一 2 和 2 (7 ) 。 








Te 
[ee | 


於 此 ,将 右 渴 的 or(o) 换 以 Y 和 -tdn on()， 双 将 oreC) (一 1 2 
0 一 二 ) 写 谍 ol2) oz(2) 的 焰 性 关联 式 , 旭 知 当 ”一 和 时 ,9) 式 成 
立 。 定 理 攻 蛙 。 
注意 ”两 系 (pxk2)} 上 和 (wuk2)》 中 有 一 是 完全 的 话 , 他 系 也 是 宛 
全 的 。 
~ 其 理由 是 : 车 jz) 且 一 系 中 所 有 的 范 数 成 直 交 ， 草 六 2) 与 他 系 
申 一 切 夯 数 也 胞 奏效。 
例 ” 画 数 系 
1 2 ，22，08 
在 上 一 工 ,十 下 上 是 乏 性 独 妆 的 。 因 此 , 由 上 定理 ,和 从 (2 可 以 得 到 在 
[一 二 十 也 上 的 一 系 了 就 箔 的 而 严 多 项 式 
7o(2) TCD) La02) (10) 
其 中 DZ) 是 次 的 多 项 式 )。 多 项 式 Q40) 称 需 勒 冬 特 勒 多 项 式 。 
定理 6 勤 衬 特勤 多 项 式 系 是 封闭 的 。 
证 明 由 斯 黎 胸 定理 ， 
儿 一 人 0zyJz(%) 。 (HH) 


太 二 0 


了 ”人 芯 妥 定 理 ，Za(z2) 的 次 不 大 英 2， 但 十 它 世 不 小 於 2%， 因 篇 
旬 
on 一 人》 CN) 。 
下 二 0 
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由 8$3 的 央 始 所 述 ， 此 地 的 oz 力 是 祝 天 放 (KZ)j 的 富 理 于 傈 
数 。 将 (11) 乘 驴 ”然后 在 L 一 1L+1] 上 积 修 ,万 得 


入 
lz" 有 一人 0 
大 一 ] 


死 序 表示 对 于 公式 对 共 每 一 个 画 数 ”一 0 1 2……) 是 成 立 的 ， 由 
司 捷 死 洛 夫 定理 的 系 1 知 (LAz)i 是 封 了 的 。 
条 图 数 系 ]， 0， 22…… 是 完全 的 。 


6 空间 与 


在 本 和 节 中 我 们 要 简短 的 氏 述 空间 5， 的 一 个 扩充 。 
定 蔓 1 敲 . 八 z) 篇 一 可 测 夯 数 《 跟 上 文 同 柑 ， /jz) 的 定 赣 区 是 
其 一 于 匠 闻 [oa， 2 ])， 2 之 1。 营 
?7 


人 Co az<+o 


上 时， 区. 几 z) 是 2 次 村 乱 〈 荆 ) 可 积 的 本 数 。 所 有 此 种 西数 的 全 钥 衣 作 
oo。 颖 然 辣 = 了 。 

定理 1 设 JEZ2>l) 则 JELo。 即 CoCL。 

事实 上 ,是 妃 =[oD 4= 了 JI <1)B= 一 4 划 故 2) 在 4 下 
题 然 是 〈 了 ) 可 积 的 ,而 在 号 上 由於 7Gz) 委 22 可 知 岂 2) 在 
已 上 也 是 (LO) 可 模 的 。 

同样 可 种 

定理 2 设 雨 个 罚 数 表 局 从 Po, 划 其 和 介 启 基 忆 ee 

事实 上 ， 设 . 败 z) 2) 邵 是 Za 中 的 画 数 。 取 

国 =[o, 0 4= 有 入 9 六 = 一 4 

划 在 4 上 ， 
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[GZz)+92)2< 人 GZ) + jp<2219(z)[" 
从 而 
『 e+ge)lndgocse 人 lgCo)lrdz<+o 
4 


才 


辣 理 可 薄 人 |/(s)+9(z)|rdz 是 一 有 限 数 。 
有 
容易 朋 自 ， 若 7J(z) E To 则 太 (z) 亦 属 於 其 中 是 一 有 限 党 


数 。 
设 2>1。 和 
一 印 
9 一 7 一 
是 2 的 相伴 数 。 因 
工 ,， 了 工 _ 
2 一 0 9 


知道 : 营 9 是 2 的 相 件数 时 ,2 丈 需 2 的 相 件数。 车 D= 2 旭 =2; 
所 已 2 定理 身 相 件 的 《因此 ,在 窑 间 7 中 成 立 的 性 质 ， 不 能 一 一 移 到 
空间 o 上 去 )。 

定 球 J 潭 JJ)ELogCzJEZo 则 当 2 和 0 成 相 件 数 味 ， 1) 
(2) 是 〈Z) 可 积 的 , 兹 且 不 等 式 


D 1 /7 
=]/ 人 volraz， ] ioore 


证 明 ” 届 0C<a<1, 本 数 
办 全 ) 一 00 一 ae (0<Z< 十 oo】 
的 海 画 数 几 (z)=a[za-1I 一 1 在 0<z<l 中 是 正 的 ， 当 z>1 时 是 色 
的 。 宙 是 %xz) 在 2=1 取 最 大 值 , 所 以 





frearce 志 
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il | 


久 CZDJ<X(LD) 一 1 一 wa (0<ZY< 十 oo). 
因此 ,尘世 所 有 的 和 >0， 
za <Sa2 十 (1 一 a). (2 ) 


届 4,B 是 雨 个 正 数 , 於 (2) 中 置 = = 分 ,再 乘 驴 也 旭 得 
4 BTTe<ca4TII 一 a)B. 
人 2 和 2 是 相伴 的 两 数 。 芭 a 一 记 ， 1 一 “一 了 了; 小 末 


于 上 
42 万 2 < 竹 + 二. (3) 
所 以 不 等 式 (3) 党 4>0, 刁 >0 时 是 成 立 的 。 实际 上 ， 常 4>0; 
妖 之 0 时 也 是 成 闻 的 。 
现在 我 们 来 芒 明 本 定理 。 假 如 了 与 9 中 至 少 有 一 个 函数 对 等 於 0， 


日 十 理 目 真 。 现在 假设 


Ce)lraz>o 人 lgCe)lvdz>o 


作画 数 
人 LUFCz)lras 人 lgz)siaz 
4=1242)|2 吾 = |YC2)19， 

旭 符 


(CoCo 一 下 十 一， 中 


所 以 F(Z)7Z) 是 (了 ) 可 积 的 。 因 之 ，z)9(z) 也 是 (也 ) 可 积 的 。 因 
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六 吕 
人 weCe)lraz = 人 17(s)lagz=l 


《 故 翌 (4) 趟 杆 分 ， 竺 将 
lw)7Cz)idz 扩 工 + 二 = 


D 9 
从 而 得 着 不 等 式 
8 Pb gj 
1 rovaie<] CZDPCz 作 942)19C2 。 
此 式 鼓 诸 (1) 更 强 。 


不 等 式 (1) 称 篇 军 请 不 等 式 , 是 布 涅 可 夫 斯 基 不 等 式 的 扩充 ,和 后 
“~ 者 是 (1) 式 营 2=2 时 的 情形 。 
定理 4 洁 J 作 z)EZLo0C2)EZILDT1T) 划 


一 ae ae 


DPD /5 
1 Ce) 上 9Czlza =/ Jaraz + 
D AD 
/1 194ZD) 170， (5 


名 明 当 2p=1 时 定理 自 其 。 裔 p>1,9 是 2 的 相 件数。 

根据 定理 2 fj(z) 二 9g(z) 属 走 Zo, 所 以 IfCz)+gCz)|ze 属 放 0。 
史 军 三 次 不 等 式 中 的 f(z) 换 蕊 |/(Cz)|， 9(2) 换 芒 (2) 二 9C2)1w9 
乃 得 





人 Ja)l'IGe)+gCo) az 二 < 1 He)lragz ， 
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全 如 
1 1F(c)+gCz) LEz。 (6) 
闻 宗 ， 


b 力 /5 
人 lg)1UCz)+9Co)l ae 的 ]/ \ lgCo)lzaz 。 


& 忆 
1 LHC) +9Cz) las (7) 


因 2=1 二 听取 


人 二 9 一 坟 十 9 后 坟 二 四 安 革 了 9 二 19 这 +9j 
由 (6) 和 与 (7), 得 


8 PP/ 2 /327 
Jrerve<f]/ | 万 2C2Z 十 1 19|2G2 本 
& AD 


1 CF 了 9|202 ， 
1 


六 六 .一 
从 而 得 着 (5)。( 党 人 1 +glzdz<so 时 ,以 1 1 +glndz 】 办 Fa 、 





行 。 震 积分 等 於 0 旭 定 理 自 扶 )。 

称 (5) 篱 明 可 夫 斯 基 不 等 式 。 当 2 =2 时 即 沾 柯 西 不 等 式 。 

当 赤 击 干 个 数 的 和 而 诈 也 有 相当 堆 上 面 的 罕 席 次 不 等 式 和 明 可 去 
斯 基 不 等 式 : 
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玉 lol jazjz。 Jo [| ee 《8) 
力 A 入 


之 w+alp<] mp 了 up 《0 
总 一 下 一 并 


定 束 4 讽 / 耻 (2 ) 人 Lp 称 


Il =- Jivore [Condz 


需 f(z) (看 作 Zo 中 的 元 素 ) 的 模 数 。 

显然 的 , 模 数 具 有 下 列 族 性 质 : 

I， 中 关 o， 党 7Cz)~ 0 且 仅 党 此 时 ，| 用 =0. 

IL | 人 = 特别 是 ， | 一 用 三 | 

II， 芝 十 外 委 直 + 

有 了 Z 中 元 素 的 模 数 的 定义 ,可 以 将 答 前 关 专 所 说 的 胡 何 学 
概念 施行 谎 Z。 和 县 如 fy (2)} 中 一 项 画 数 都 属 区 Do 且 .JCz) ET 划 
管 











了 0 | < 


im 人 17s(w) 一 FCz)ldgz=0 
9 一 co 


时 , 称 {f*(z)} 是 2 区 平均 收 伍 稚 7(z)。 如 同 在 疡 中 的 情形 一 楼 ,我 
们 可 以 从 2 天平 沟 收 敏 遵 出 度量 收 伊 的 性 质 ， 且 王 限 相同 〈 视 轨 等 的 
两 画 数 仍 同 一 画 数 )。 如 同 在 时 之 情形 一 样 ,我 们 可 尺 模 数 的 连 秆 性 
乌 及 极限 的 惟一 性 ( 当 等 的 两 西数 视 需 同一 画 数 )。 又 可 仿照 六 中 的 
情形 ， 定 闵 本 来 收 做 画 数 现 的 意 闵 。 从 而 知道 Z 中 的 画 数 列 具有 枚 
限 的 必要 且 充 牙 休 件 是 此 画 数 列 短 本 来 收敛 (空间 Zz 的 完备 隆 )。、 
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pi 


坊 了 饰 省 敌 幅 起 见 , 对 於 上 壕 种 种 不 加 孔 习 明 。 同 檬 ,下 面 种 秤 事 
实 我 们 也 不 加 以 琶 明 (参半 8$2 的 定理 6): 了 CO PS 和 了 《和 后 者 请 足 
"一 4 一 2r) 在 空间 Zoo 中 是 处处 稠密 的 。 

党 2>1 上 时 , 尔 可 引进 副 性 收 竹 的 概念 : 设 信人 ZJ)IC Do 大 2) 人 Le， 
假如 等 式 


六 
lim foCz)g(z)dz - 1 FozgCzyGz (10) 


轩 亏 Ze《〈 上 地 7 是 2 的 机 件数 ) 中 任 一 西数 9%42) 成 让, 则 称 信人 2 
贡 性 收 伍 於 几 2)。 利 用 罕 尔 次 不等式 , 易 改 :平均 收 仇 的 画 数列 是 级 性 
收敛 的 , 且 极 限 相同 。 

管 2=1 上 蛙 ,， 则 2 不 具有 相 件 的 数 。 此 时 ， 裔 人 2) CC 人 人 ) 
《二 如 果 (10) 式 对 於 任 一 有 界 可 测 枉 数 942) 成 耻 , 如 称 人 人 2) 现 
竹 收 化 芯 , 作 2)。 题 然 的 , 者 1 2) 是 一 次 的 平均 收 仇 ， 则 炙 乱 轴 性 
收 化, 且 极 限 相同 。 

最 个, 我 们 简短 地 和 倒 述 一 下 空间 /2>1)。 所 谓 用 满足 条件 


作 2 
lz = ]/ 之 | 季 |?< 女 十 oo 
太一 芋 


攻 一 (01 02， 03 
的 人 全幅。 称 jz| 念 中 元 素 2 的 模 数 。 如 同 2 中 所 述 ,我 们 可 羽 定 尺 
lp 中 两 个 元 素 的 和 2+27 及 4 中 元 素 2 与 实数 8 之 积 j。 
模 数 具有 我 们 已 狼 知 的 性 里 : 
IJ， zl>0, 党 2=0( 序 2=(0, 0, 0……)) 时 县 全 党 此 时 ,| 2] 


的 一 切 丑 数 数 列 


一 0。 
II kezl = 好 2 特别 是 : 并 一 = j| 


RE 


第 七 司 本身 及 其 平方 都 是 ( 尼 ) 可 积 的 本 数 247 


于 开 ， 2 十 外 和 | 二 4 

友人 鲈 十 个 性 质 是 很 显然 的 ,第 三 个 性 质 由 (9) 序 得 [(9) 式 中 然 是 对 
亦 有 了 尘 个 和 和 责 党 的 ,不 过 逐 用 标 限 手续 以 后 可 以 握 充 到 无 岩 极 数 的 和 
上 去 ]。 国 模 数 概念 的 引入 ,我 个 可 以 引入 六 中 元 素 烈 的 标 限 概念 ,元 
对 列 的 本 来 政 叙 ,在 六 中 碟 丰 稠密 的 集 等 概念 。 我 个 可 以 澄明 六 中 元 
过 刻 的 检 限 是 惟一 的 , 模 数 是 连续 的 ,空间 六 县 有 完备 性 , 但 是 我 们 在 
此 地 不 辑 妊 述 。 


第 七 章 的 习题 


， 裔 Untzj 是 72 中 放量 收 仇 并 杞 2) 的 机 数列 。 菩 jy 由 过 开 , 则 [0o] 潮 性 
收 数 挫 Fo2) ( 黎 斯 )6 

“， 如 果 酌 数列 [jz] 芷 痉 中 弹性 收 歼 起 三 (人 2， 则 和 要 互 ( 勒 有 其 格 )。 

3 和 企 7a 市 ,于 性 收 仇 艾 王 (2) 的 画 数 列 { 轧 (2) ] 未 必 是 应 量 收 禾 。 

4 毁 时 fj] 在 2 中 蔓 性 收 琢 捡 了 OO， 且 1 划 La) 平均 政 仇 
苍 二 (2《 称 着 )oe 


它 
5 假如 积 牙 | 7(z)g(z)dz 黑 於 Za 中 所 有 的 一 数 fo) 存在 ,出 9(z) E 天 ( 勒 只 格 )。 
邮 


56. 内 就 孝 座 奖 须 至 多 是 可 列 的 。 


7， 疫 for(z)] 是 [os2] 上 封 并 的 就 范 走 交 系 , 则 在 [o,8] 上 央 保 福 ， 卉 (z) = 十 co 
上 一 了 
并 平成 碟 成 立 ( 奥 角 里 奇 )。 


8 在 上 沁 的 儿 件 下 , 峙 闪 任 何 可 测 集 “其 测度 me>0 的 种 是 》 | 只 az= 十 = 
K 一 荆 如 
( 奥 角 里 奇 )。 


9 侦 数 有 限 的 数 柔 ,在 二 中 不 可 能 是 完全 的 。 
10， 规 for(m (FT 2 0) 十 一 个 就 闲 直 奖 系 。 双 设 AT ET7Foo。 骆 於 入 性 时 


名 内 

阴 式 久 ” 4uok(o)， 作 模 数 | 7- 和 全 加 |， 则 此 模 数 党 全 一 (oo 他 二 了 2 
天 一 荆 克 一 工 

时 歌 最 小 值 (法 搜 来 需 )。 
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一 


1]1， 设 |woz(z) ) 是 一 完全 就 孝 直 奖 对 。 假 如 LprtZ) 是 2a 中 消 足 


co 刀 
了 | orGD)-ex(o)]aaz<l 
大 二 C 
的 一 柔 本 数 ,末末 {px(2)) 也 是 完全 的 ( 巴 惠 )。 
12.， 融 在 [一 ry，Y] 上 有 了 医 数 .J(z)EZ2 7Jz+2r)=z)。 甘 


叮 
9n(Z) 一 | -站 机 
| 


作 


则 男 数 列 9n(Z) 在 [一 7T， 丰 上 盏 均 收 仇 葵 忆 2 中 之 一 本 数 9(z)， 且 


lj<171. | - 二 at 


一 可 


人 
其 中 科教 | -8 二 二 不 能 再 减 小 ( 那 混 极 )。 
一 人 
雪 ， 如 在 Lo, 0 上 jz) 属於 2 在 [oa 之 外 jz)=0o 杜 
尼 十 大 


p( 人 =- 责 | 7GDat， 
久 一 上 


划 121< 和 17 作 柯 鲜 其 麻 洛 夫 )。 

I4.， 在 前 题 夸 号 下 , 当 />0 时 国 数 8(z) 在 工 ? 中 平均 收 仇 於 F(z)( 柯 尔 莫 谨 洛 夫 )。 

15. 试 将 习题 1,2,3,4,5，13,14 关於 Za 的 车 果 拓 广 到 空间 Zoo(2>1T) 上 去 。 

16， 证 明 空 疝 二 (>1) 是 完备 的 。 

17. 汪 明 空 间 ;op(2> 世 ) 是 完备 的 。 

19， 有 界 敏 列 zx= [zz 一 一 121=supflzkr|lj< 十 oo 一 一 的 全 体 ， 所 成 的 空间 加 是 袍 
储 的 。 

19， 变 [ao 上 的 速 楼 函数 的 全 体 是 C。 若 取 C 中 了 的 模 数 1J 1 = max | jz)|， 划 
C 基 一 完 香 的 空间 。 

20， 如 果 在 函数 集 4 中 不 存在 野 於 零 的 本 数 而 吐 画 数 冬 {ox(z) } 中 所 有 函数 成 站 交 ， 
则 称 fox(2)] 在 4 中 是 完全 的 。 在 ( 刁 ) 可 秆 的 玫 数 集中 篇 完全 的 就 范 直 交 有 系 未 必 是 封 并 
的 ( 非 糙 秦 戈 里 次 )e 
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21。 车 1s<sr<2， 则 ZnpCZY。 

22， 车 Ts<sr<2pD， 虽 p 己 1。 

23， 敲 2>1,{j(z2)》CZpo 若 J(z) 2 砍 平均 收 仑 撩 瑟 (zz)， 了 (zz) E 工 ， 划 当 
1<s7<2 时 《j 共 2 人 了 次 平均 履 数 扒 五 (xz)o 

24， 吉 Ts<r<D，z 二 (292 和 克 ) ED。 若 2 在 空间 2 中 收 伊 於 x， 
员 | zy 在 名 中 也 收 仇 共 za 


25.， 如 果 数 列 《et》 有 如 下 的 性 质 : 对 於 任意 的 《zk) Ezp(Pp>1) 能 使 》 ckzk 站 


1 1 4 二 | 
孝 ， 草 《ca 入 如 ， 但 广 十 -二 1 


26.。 如 果 《ak》 有 如 下 的 性 质 : 对 於 任意 的 《zkby E!=2， 能 使 》 akzx 收 黎 ， 则 


盖 1 
eeb 和 2， 序 Sap《|we|y< 十 =oo 


27. 人 改 2?>1to 若 人 xz) 瑞 人 mr) 能 使 明 可 夫 斯 基 不 等 式 (5) 中 等 号 成 立 ， 则 必 8 zy)= 
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S$T1 唱诗 函数 
在 闭 配 间 [cc, 中 上 和 定义 的 本 数 .fc) ， 党 
%%< (Hb) 
时 , 涛 不 等 式 
Jo 入 .FM) 


常 成 立 , 旭 称 w) 是 一 卉 加 的 画 数 。 

若 ( 耳 含 有 .六 o2 < 划 称 .oz) 是 一 常 增 醒 数 。 假 如 (1 含有 
>FGJEL oO) > ， 则 称 .jo) 是 一 减少 画 数 { 常 减 丁 数 ]。 夫 
加 画 数 与 诚 少 男 数 均 称 需 音调 本 数 。 若 /co) 是 一 减少 画 散 , 则 一 六 iv) 
征 一 增加 夯 数 。 故 研 完 闽 秽 函 散 不 妨 假 融 是 增加 画 数 , 北 且 我 们 常 假 
或 西数 是 有 限 的 。 

蔽 /2) 是 在 [c, 0] 上 定义 的 加 画 数 。 敲 ze 满足 


儿 生 : 00 所 b 3 
《on 是 如 下 的 点 列 : 2 一 00， mm 4n 一 0， 
那 末 标 限 值 
lm 六 (7，) 
存在 , 演 个 标 限 正好 是 .fo 在 (zo, 中 的 下 确 帘 : > 
inf 《7(2) 》 (zo<Z < 放 ) ， 
因 篇 估 盟 tzo 的 跑 择 无 项 ,我 们 记 光 做 
了 (wo 十 9) 人 @ 雪 0o<<b)， 
同 柑 可 以 定 坟 


(250) 
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六 00 一 0) (cc<zo 委 b)， 
易 知 
Foo 一 0) 入 Foxo) 委 Acxzo 十 0) (cc<xzo<< 包 ， 
fa) 入 aaT0)，JD 一 90) 入 2) 
因此 画 数 .fx) 在 zo 乱 速 续 的 必要 且 充 分 的 条件 是 
oo 一 0) = 一 xzo) 一 7zo 十 0) ， 
[如 果 zo 等 蕉 & 或 等 长 六 那 末 只 要 考虑 .fa 十 0) = 所 ga 和 太一 9) = 
Fo 的 成 也 与 否 好 了 ] 。 
我 们 称 数 
xzo) 一 xzo 一 0)，jazo 二 0) 一 故 2o) 
需 jFz) 在 zo 的 左 方 跳 路 和 右 方 跳 蹈 ,而 称 两 者 之 和 矿 zo 十 0) 一 所 zo 一 (0) 
怖 7z) 在 办 的 跳 趾 (在 端 黑 和 ? 只 考虑 一 方 的 跳 路 )。 
补助 定理 ”丽人 z) 是 在 fc, 0] 上 所 定义 的 增加 夯 数 。 设 轨 ，2a， 
是 4 D) 中 的 点 , 则 


[e+O 一 Ka]1+ > [Gee+O0) 一 Km 一 0 十 [人 ) 


一 /一 0)] 和 7) 一 Fa) 。 《2) 
钵 明 ”我 们 不 妨 侈 坝 
a<X1<Xo< <2<D， 
臣 gc 一 2o，p 一 01 又 中 人 如 下 的 果 yoy yi， oo 
Op<Wp<COz+l (8 一 0， 于，2，.…)%) 。 
则 
Jo 十 U) 一 orz 一 0) 雪 VU) 一 几 Vz-1) (8 一 开 2 01) 。 
Ja 十 0) 一 六 osAoD 一 cc) 
OO) 一 一 0 入 帮 0 一 /yo ， 
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将 齐 些 不 等 式 兆 温 相 加 , 即 得 (2)。 

系 ia, 中 上 的 培 加 画 数 ,只 能 有 有 限 个 的 点 ,其 跳 中 大 蕉 已 痊 正 
数 。 

事实 上 , 设 画 数 /F(z) 在 (c, 人 纺 中 的 点 ， va …ji ou 具有 跳 中 大 状 
5 则 由 (23)， 得 

MG 入 太一 六 ac 

因此 , ?2 不 大 慌 一 人 0 。 

定理 1 改 ./(z) 是 [w, 妇 上 的 填 加 画 数 , 则 其 不 过 和 檀 点 顶 多 只 有 
可 烈 优 限 个 。 裔 oz 98， …… 是 Fa ) 在 《xc，p0) 中 所 有 的 不 过 和 米 点 ， 
则 

[Jo+0) -oO] + > [Gee+T0O) 一 /Ce 一 01+[L7O 
一 一 0)] syGD) 一 Ac)， \3) 

睛 明 ” 施 ./(c) 的 不 速 入 点 的 全 体 坊 瓦 ， 瓦 , 是 刀 的 一 子 集 ,在 玖 

中 任何 点 , /(z) 之 跳 中 大 於 于。 于 未 
瓦 = 丽 十 妃 十 丽 十 …， 

由 於 每 一 个 丽 是 有 限 集 , 豆 是 一 可 列 集 。 

不 等 式 (3) 帮 由 不 等 式 (2) 经 过 极限 手稿 得 到 的 。 

规 ./z) 是 在 [c, ] 上 定义 的 培 加 画 数 。 作 如 下 的 画 数 s (z): 


SCc) 一 0， 
GD)= [fa+O 一 7(COI+ 三 [fCoetO) 一 /Geo-O1 
Lo) 一 Az 一 9) (<7 入 纺 。 


称 (2) 篇 .2) 的 跳 中 丽 数 , 显然 的 , 8(z) 也 是 墙 加 现 数 。 
定理 2 增加 夯 数 .fxz) 与其 跳 路 丁 数 se) 的 关 
(2Z) 一 Ac) 一 SC2) 





各 放 
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bileieioe 


是 一 增加 的 过 炊 丁 数 。 
征明” 设 < 入 z<yS2。 将 不 等 式 (3) 用 到 [z, g 央 上 去 ， 乃 得 不 等 


式 
幼 一 SA2) 安 j 帮 2) 一 故 ). 区 
征 而 
PCZ)S9C2h 
所 以 Z4z) 是 一 卉 加 画 数 。 
其 亦 , 在 (4) 中 兮 9 趋 近 於 2, 划 得 
54Z 十 0) 一 SCZ)<wy GZz+T0) 一 帮 z)， 《5) 


另 一 方面 ,由 s(2) 的 定义 和 7z<y, 得 
j 几 2 十 0) 一 帮 2)Ss(Cy) 一 8(C2). 

从 而 党 y->2 时 ， 

j2 二 0) 一 F2)J<sCZ 二 0) 一 5(2). 

将 上 式 和 与 (5) 联 对, 得 

ZT0) 一 帮 Z) 一 8CZ 十 0) 一 SC2)， 

因此 得 到 
PCZ 十 0)=2P(2). 

同样 可 得 (z--0)=92(z)。 所 以 P(z) 是 一 连 和 车 责 数 。 


s 2 集 的 上 映照、 里 调 函 数 的 微分 ， 


说./ 作 z) 是 在 集 4 上 所 定 闵 的 面 数 。 

多 共和 的 每 一 个 子 集 五 作 实 数 , 几 xz) (2zE 五 ) 的 至 幅 ， 记 此 至 体 
仍 作 总 )。 换 衣 之 ,如 点 9 使 方程 式 败 z) =2 在 妃 得 到 2 的 解 ,出 .门卫 ) 
即 由 此 种 黏 y 的 全 体 所 和 组成， 而 且 不 含 其 他 的 黑 。 称 实数 集 7 如) 需 
总 的 像 , 而 称 忆 以 六 吾 ) 的 原 像 。 此 时 ， 称 估 将 如 映照 到 ./ (万 ) 上 去 。 
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定理 1 坊 了 贡 肪 C 肪 ; 史 B- 隐 ， 出 分 别 成 立 : T 7CB 亚 


范 一 芋 
太 忆 ?2) ; 2) 六 = 人， 三 ( 交 ) . 
久 一 工 


还 是 很 是 然 的 事 。 

特别 , 芝 4 与 太刀) 的 上 映照 是 一 对 一 的 上 时候 , 那 末了 映照 的 理 花 是 简 
章 的 。 此 时 存在 着 赣 夯 数 z 一 9() ,定义 放风 而 取 值 藤 4。 在 泛 种 
情形 下 , 天保 


7 


成 匡 。 假 如 厂 : 届 五 。 不 相交 ， ,其 FE 和 .大 瑟 >) 也 不 相 奖 。 
例如 .六 2) 在 4= [ec ,0 上 汪 一 连续 的 常 境 夯 数 , 则 太刀 = 一 [fc)， 
jb0)] 。 
映照 的 理 蕉 对 芯 研 究 画 数 的 微分 , 昭 有 用 上 处。 
定式 ”假如 有 收 钴 谎 0 的 数列 站， 加， 和 js 头 0) 使 
lim co 十 一 了 (co)》 一 入 


存在 , 因 称 和 (不论 入 是 有 限 数 或 无 限 数 ) 是 画 数 fxz) 在 mm 的 一 个 洲 
数 。 

当 入 是 /2) 在 zo 的 一 个 前 数 时 , 筷 作 

入 一 刀 j(zo) . 

假如 在 点 co，j(c) 具有 通常 的 半数 (不论 是 有 限 或 撼 限 ) P' (co) 的 诡 ， 
那 未 它 也 是 一 个 导数 六 xzo) ， 且 此 时 fc) 在 点 ze 再 也 没有 别 的 洲 
数 , 竹 .fgz) 在 上 = wo 可 以 微 共 。 

下 面 的 例子 表示 有 的 画 数 在 每 点 有 不 止 一 个 的 导数 。 今 起 画 数 
Y(z) 定义 如 下 : 党 需 钴 理 数 睹 小 (o) 等 於 0, 当 > 需 有 理 数 时 出 (z) 
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等 於 1。 
候 如 zo 契 一 有 和 理 数 , 那 末 
# 多 (ze 十) 一 风 zo) _ | 0 (7 升 有 理 数 ) 
， - 工 (和 需 扰 理 数 )。 
因此 ,，%(C2z) 在 zo 有 三 个 过 数 : 一 避 ,0, 十 cc; 除 此 而 外 别 夕 道 数 。 路 


0 篇 托 理 数 时 有 同 柑 的 状态 。 
定 环 2 铅 jj) 是 在 [wo 上 上 所 定义 的 画 数 , 那 末 在 fa, 站 中 
各 黑 都 有 洲 数 。 
熏 明 设 Zokglo0 Jo 设 人 (pn0) 是 一 收 伊 於 0 的 数 烈 且 mo 
十 jn Elwpl 年 
om 一 大 Za 二 一 了 oo 


如 果 《cs} 是 一 有 界 数列 , 那 未 由 波 笨 采 诺 - 伐 硒 斯 股 势 司 定理 必 有 收 
化 子 数列 {c。 上 屋 其 极限 是 N, 旭 1 是 jz) 在 wo 的 一 个 章 数 。 如 果 
fc 是 扰 界 ， 例 如 优 上 界 ， 那 未 必 有 {ow} 趋 庆 二 co。 此 上 时， 上 +oco= 
PH(zo)。 

定理 3 ” 裔 fxz) 是 在 [c, 妇 上 所 定 闵 的 画 数 。 嗣 woEfa,p] .而 
数 .f(z) 在 z 可 以 微 修 的 必要 且 充 牙 人 条 件 是 .F(z) 在 m 的 一 切 旭 数 
都 相等 。 

休 件 的 必要 性 其 需 显 然 , 且 已 述 专 前 。 

对 认 人 条 件 的 充足 性 ,发 1 需 其 所 有 章 数 的 数值 ,必须 给 明 下 面 的 事 
宰 : 轩 坝 一 切 收敛 於 0 的 数列 { 加 } (2 二 0), 存在 着 极限 


lim 六 zo 十 / 0 一 故 so 一 和 
办 一》 oD 形 


丛 如 不 是 过 橡 的 话 , 那 末 至 少 存 在 着 一 个 数列 《jj (po->0,7 尖 0)， 
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使 
or 一 7 小 (20 十 一 人 ea 


不 收 化 专 。[ 我 们 不 妨 就 - co< < 十 oo 来 讲 丹 ,如 果 和 = 士 co, 则 所 
了 壕 可 更 简单 化 ]。 因 此 有 正 数 。 使 乱 限 个 的 oo 在 (一 5 +s) 之 外 。 
过 个 无 限 集中 应 该 合 有 一 个 收 合 数 列 《cj}, 收敛 走 一 个 极限 六 (有 限 
数 或 无 居 大 )， 过 个 “是 J(z) 在 m 的 一 个 导数 , 但 与 太 不 同 ,此 事 与 
概 纹 不 合 。 

补助 定理 1 ”发 jz) 是 [a, 妇 上 所 定 计 的 增加 画 数 ， 则 其 一 切 
午 款 不 取 负 烧 。 

逢 个 补助 定理 , 菇 从 朋 是 。 

铺 助 定理 2 ” 设 /(z) 是 在 [o, 直上 所 定义 的 常 增 画 数 。 假如 对 
放 妃 C[o 引 中 每 一 点 % 至 少 有 一 个 如 下 的 导数 

Djf(z)<p (p>>0) 


出 
0 人 五 )SDo0 五. 


证 明 设 *>>0。 亦 CG 是 一 如 下 的 有 界 开 集 : 
在 性 人 IT < 万 十 e。 
其 次 变 2o>D。 如 果 2o6E 已 旭 必 有 收 合 走 0 的 对 列 to 六 通 合 
lim 2 =- Drrzms2. 


忆 一 co 


在 此 情形 下 , 答 是 够 天 了 时， Lzozo 士 如 下) 完 公 合 在 G 中 , 且 
Ha 一 Ta) < 
外 此 我 们 不 护 避 上 上进 二 式 轩 钓 -- 切 2 都 成 立 , 水 记 


1 》 於 此 我 们 假 役 jn>0。 如 果 jn<0， 则 应 考虑 [zo 十 jyzo]。 不 过 我 售 可 以 用 
Fo，P] 故 示 介 有 乎 “< 熏 癌 的 数 的 全 人 , 不 论 ec<B 或 是 c> p。 
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ozo) = 一 Exoy zo 十 ji， 4u(2o) 一 [co) ,foo 十 加) ， 
因 j(c) 是 一 坪 加 画 数 ,所 以 
丰 [Q(zo)]Cd4(Czo) . 
义 因 加 四 四 
mGr(zo) 一 |， Id (Zo) 一 | Jo 四) 一 co ij， 
所 以 
ML KZo) < 02007200 (2Zo) 

由 於 匈 一 0， 闻 有 4 人 xzo)， 其 长 小 於 的 。 允 因 已 的 像 /也 ) 用 由 
一 切 fxo) 所 租 成 ,而 .fczo) 合 在 4(zo) 之 中 , 所 以 JE) 是 依照 维 
他 利 的 意义 窜 4u(z) (CE 五 ) 所 直 盖 。(〈 浊 训 用 到 zz) 坊 常 增 的 休 
件 , 否则 的 话 可 能 有 (zc) 篇 一 点 , 就 不 能 应 用 维 他 利 定理 )。 亦 是 在 
浇 些 于 人 隐 闻 中 ,可 以 找到 两 不 相交 的 于 区 闻 列 (420 G 一 十 23 
使 


mi ( 盏 ) 一 祝 GD1=0 
= 
显然 的 
Tt# 太 (五 ) 扫 人 》， MO) <200。 人 Tar (2 ) 。 


我 们 注意 : 不 但 4 (zi) 并 任何 二 个 不 相交 ， 且 du (ci) 之 问 也 没 
有 首 个 相交 的 。( 事 实 上 ， 如 果 2Edui(cD du， 则 je) Ed 
“4 (2Zp)) 。 

因此 


三 va 一 吕 [三 % ， GD) | 
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了 Cn 人 21)CG 


1 一 1 
所 以 
Max 让 (有 百 )<<Doo2G<<DoFoo# 厂 十 se) 
分 = 将 近 了 芯 0 2o 趋 近 专 2, 即 得 补助 定理 2 的 车 果 。 
用 相似 的 方法 ,不 过 了 略 需 复 林 一 些 , 可 种 
祖 助 定 理 3 有 谢 . 作 z) 是 [Lo 2 上 上 所 定义 的 常 二 本 数 。 如 果 蜀 航 
五 Co, 0 中 每 一 点 2 至 少 存在 一 个 克 下 的 计数 
DJ )2P0 (>>0)， 
那 来 
9 习 广 盏 ) 9o0sy. 
证 明 和 营 4=0 峙 定理 题 然 成 下。 今 设 0 0。 设 % 是 一 修 藤 Y 的 
一 个 正 数 。 光 蕉 s*>0, 取 如 下 的 开 集 G: 
GD 矿 百 ), 2G<x 太 五 ) 十 &. 
设 枉 数 似 z) 在 了 中 的 连篇 点 的 全 体 答 9。 则 瑟瑟 项 多 只 是 -。 
个 可 列 集 , 因 乱 单 阐 函 数 之 不 连续 点 的 全 体 至 多 是 一 可 列 集 。 
设 2o6 五 , 划 几 有 《02 通 合 放 
jn->0，lim 礁 2 二 一 人 一刀 F(zo)>>4 


我 们 不 妨 假 设 对 评 所 有 的 ”% 不 等 式 
人 二 -一 (xz 放 0 


都 成 立 。 西 此 ,也 像 马 前 一 柑 , 记 
QZo) 一 | 上 Zoo 十 1 ，Ax2Zo) 一 .人 Yo) jzZo 十 下 
划 香 
01A(Z0)Cos0Ca( 0 )。 
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如 果 6Es, 那 未 当 ”适当 大 时 , 闭 区 闻 [JJF(zo),j(Czo 二 加 )] 完 乳 
合 在 G 之 中 。 我 们 又 不 妨 证 名 苍 所 有 的 2， GDHEJGzo)Zo 十 jj。 

点 集 $S 依照 准 他 利 的 意义 完 公 被 于 区 间 必 (z)(wES) 所 巡 蕾 。 所 
以 在 过 些 于 区 间 中 可 以 还 取 责 二 不 相交 的 闭 区 间 列 (ds,(zi)), 使 


?1 心 一 y oni(oi) 一 0， 


4 一 1 
因 天 
0 2 mrICn 2 ) < 5 y IAA (2 )。 
+ 一 于 4 一 二 
但 因 Ai2i) 如 同 dsk2i) 一 样 ， 也 是 南 两 不 相交 的 《死地 正好 
用 到 . 八 z) 的 常 十 条件 ), 所 以 


之 WAnit2i) 一 观 [ 2 As(Czi mmG<ms8( 瑟 ) 十 & 
一半 一 1 


於是 得到 
ix 一 区 | mx 太太) 十 8 


分 = 接近 於 0 9 接近 苍 Y 部 得 
Tsx+ 丰 7) 2POTY NA、 

但 I 玫 < TS 有 一 3) 一 mx , 所 以 补助 定理 3 成 立 。 

水 设 故 2) 是 [c, 0 上 的 增加 画 数 , 则 使 狼 z) 至 少 有 一 个 半数 
篇 无 乱 大 的 点 4 的 全 体 成 一 测度 禽 委 的 集 。 

事实 上 ,首先 假发 jz) 是 一 常 增 画 数 。 此 时 如 果 

920+ 古 (SS)= 十 co)>0， 

划 芯 的 像 . 矿 互 ) 的 外 测度 应 该 是 无 窗 大 , 但 这 件 事 是 不 可 能 的 , 因 咎 
几 孔 ) 位 在 [La7 .GD 中 之 故 。 所 以 此 时 所 瀑 是 真 的 。 假 如 jz) 
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是 二 加 画 数 而 紫 非 常 增 画 数 。 那 未 
加 gs)=7Cz) 十 zx 

成 一 常 增 函 数 。 了 下 放 四 

gz+ 思 一 gz) - 72 十 了 一 ja) 二 1 


当 DH(z)= +oco 时 ,必定 Doy(z)= 十 oo。 但 已 泪 轩 外 2) 而 证 ,所 述 
是 芮 的 ;因此 对 去 八 2) 也 是 贯 的 。 
补助 定理 4 设 . 作 2z) 是 在 Lo, oj 上 所 定义 的 增加 函数 。 设 D<9。 
双 设 百 0oCFa2], 吾 o 中 任 一 点 2 有 二 个 半数 ZJ2) 和 Do 2) 通 
合 
1 帮 2)<D<I< DA 太 7)， 
则 92oe=0。 
事实 上 ,首先 假 训 .六 >) 是 一 常 培 画 数 。 那 未 应 用 补助 定理 2 和 害 
助 定 理 3， 
MX 让 (五 pig <DoT0# 石 pg， sj 百 pg)ZP0o00 玫 pg 
从 而 
0 Sn 
所 忆 om* 天 pg 一 0。 
假如 故 z) 是 一 增加 画 数 , 那 末 rw) = 帮 2) 十 2Z 是 一 常 增 酌 数 。 将 
已 经 发 明 的 事实 用 到 %(”) 上 去 ,就 可 以 完成 补助 定理 4 的 堆 阴 。 
现在 , 芝 我 们 发 明 本 和 他 中 的 主要 定理 。 
定理 4 设 .jz) 是 在 [c,2] 上 定 诸 的 增加 画 数 (未 必 是 连 园 的 )y 
那 末 在 La, 2 下 于 汐 关 帮 有 有 的 2 .由 2) 是 可 以 答 分 的 有 存在 着 有 限 
的 上 1 
发 在 [ec, 2 中 ,六 (z) 不 存在 的 点 的 全 苯 答 五。 那 末 项 zof 
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总 时 , 必 有 不 相等 的 二 个 遂 数 记 Jzo) 和 六 Jzo)。 今 届 DG)< 
1 jzo)。 因 此 可 世 取 有 理 数 和 9% 便 
2 (5o)<D<9<< 岂 7 (2o )， 








题 然 是 


吾 == 人 五 py9， 
《2D79) 


其 中 如 pe 表示 Fo, 妇 中 过 种 点 > 的 全体 : 在 ",j(z) 具有 两 个 导数 
2 2) 和 JJ ) 通 合 

Zi)<D<<o< Do (2 
式 中 的 加 法 记 纺 Y 施行 於 一 切 有 理 数 加 (2p, 9), 但 p<g。 


《29) ， 

依照 补助 定理 4 每 一 个 万 we 之 测度 是 0, 而 8 中 项 数 是 可 列 的 ， 
所 以 盏 0 (232 ) 

由 是 ，.P(z) 在 Fo 杂 中 末 乎 不 不 存在 。 双 由 补助 定理 3 的 系 ， 
(2)= +ocao 的 点 ”, 其 全 体 是 一 测度 需 零 的 集 , 因此 定理 完 从 肿 蛙 。 

今后 对 基 坪 加 画 数 .fx), 规定 导 画 数 .AP(z) 在 [ec, 引 中 不 不 具有 
意义 。 在 ./(z) 存在 的 点 ， 自然 然 间 题 。 在 jz) 不 可 以 微 修 的 点 zx， 
划 定 义 户 (z) 王 0。 

定理 5 发 jz) 是 [ao 0 上 定义 的 二 加 画 数 , 则 其 痢 画 数 庆 (z) 
是 可 测 的 , 且 


六 
1 fo)axs< GD) 一 Ca， 
此 式 表示 jP(z) 是 一 (并 ) 可 积 画 数 。 
发明 ”我们 将 /Cz) 的 定 雯 箔 围 扩大 如 下 : 
当 5<z<25+1 时 , 定 jz)=FD， 
那 未 ,在 [ro, 5 十 1) 中 (除了 2z= 而 外 ,， 记 (2) 原来 只 是 左 方 得 数 ) 轩 堆 
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(cy 可 以 微分 的 点 r， 成 立 着 
7)= lim 咱 7e+ 元 ) 一 7 


因 答 jz) 和 ,jz 十 二 ) 都 是 增加 画 数 ,所 饭 都 是 可 测 的 画 数 0, 因 


了 此 jz) 的 导 画 数 (cz) (除了 一 个 测度 是 圭 的 集 而 外 ) 是 可 测 画 数列 
的 极限 画 数 , 所 以 是 可 测 的 。 又 因 户 (w) 不 取 负 数 , 所 以 由 第 大 章 8 1 
惑 中 格 积分 


心 
| PoDa 
是 有 意义 的 ,由 法 都 定理 [第 大 章 8 了 全， 


了 
人 7 (ZJ)a2<sup jn ff (<+ 二 ) -GD | ， 


2 2 元 

| Ce-J rou 

好 十 工 
(此 地 阔 没 有 用 到 勤 贞 格 积分 炎 数 释 换 的 理论 ， 因 短 增 加 西数 /Cc) 人 
黎 曼 意 闵 是 可 以 积分 的 ) ,所 以 

5 元 6 二 元 
| [e+ 过 -ra= | Jaz- [roar=- 
0 2 C 
0 十 工 
-元 7 一 | fans 元 LJGD)-7G]， 
多 亿 


伺 


2 瑟 (f > c) 或 是 空 利 或 是 一 个 区 癌 . 
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从 而 得 到 


人 7Ce)az 生 7) 一 /Co)， 
我 们 在 告 屠 上 ， 有 济 西 数 的 积 俱 印信 原本 数 的 了 解 。 因 此 夺 南 定 


理 中 的 不 等 蓝 , 不 大 顺眼 。 但 是 一 般 的 说 ,上 式 中 等 号 可 能 不 成 立 ， 莫 


至 党 画 数 jz) 是 连 米 时 等 号 也 未 必 成 这 。 
例 设 Po。 是 康 觅 的 完全 集 。 将 它 的 余 树 于 集 分 成 如 下 的 类 别 : 


第 一 类 是 一 个 区 间 ( 二， 三)， 第 二 类 是 雨 个 区 问 ( 二，) (2 了， 避 )， 


蕊 名 9 
第 三 类 是 四 个 区 闻 ( 二 ， 也 )，( 世 ,总 )，( 隐 ， 弘 )，( 骂 ,中 )， 估 此 


类 推 , 在 第 类 中 有 2"-:! 个 区 间 。 


仿 作 而 数 6(z) 如 下 :; 
当 z6 (二 ,二 ) 时 6(z)= 寺 ， 


当 x6 ( 卫 ， 二 ) 时 8(z) = 工 , 当 s6 ( 卫 ， 8) 时 6(z) 一 卫 ， 


在 第 三 类 的 四 个 区 间 中 6(z) 依次 取 值 二 ，-，-5，-， 一 般 的 


谣 : 在 第 类 的 2-: 个 区 间 中 6@(z) 依 志 取 备 


1 了 呈 5 2 一 1 
28 227 0 


於是 9(2) 在 o 的 余 集 Ge 上 有 了 意义 ， 它 在 Ge 的 每 一 个 构成 
区 间 上 是 常数 ,但 入 的 内 来 在 Go 上 是 一 增加 丽 数 在 Ps 上 ,补充 6(z) 
:的 定 六 如 下 : 





包 (0) 王 0，9(CT) 一 1. 
对 基 介 乎 0 与 1 之 间 的 Po 中 的 点 2 则 合 
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Err 上- 


O(zo) 一 Sup{(OCZ)} CE Goz<xo). 

天 样 ，9(z) 是 在 壁 个 于 区 间 [0, 1] 上 定 闵 的 一 个 单 届 增加 西数 。 

我 们 还 可 以 症 明 ，9(2) 是 一 个 连续 画 数 。 因 乱 B@4z) 在 Go 上 所 

取 本 数值 已 沟 在 [0, 刀 中 庆 磺 稠密 。 如 果 增 加 画 数 @(2) 在 2o 有 一 不 

连 夭 点 , 旭 《9(zo 一 0)94zo)) 或 94zo),O\zo+0)) 的 一 切 数 就 不 是 

9(z) 的 函数 值 , 过 是 与 稠密 性 相抵 触 的 。 所 以 642) 是 一 连 绪 的 增加 

画 数 , 业 卫 8@(〈z) 末 乎 处 不 等 外 0〈 在 Go 中 每 是 营 然 是 @ (72)=0) 因 ， 
还 ， 


] 
人 9'(z)dz=0<1=6(D-6(0)， 


饭 后 我 们 还 要 建立 使 (3) 中 等 号 成 立 的 条件 。 
在 过 训 , 我 们 登 明 一 个 很 有 用 不 的 定理 。 
定理 6 ” 设 万 是 Fa, 0 中 测度 乱 雾 的 集 ， 那 末 一 定 存在 着 连续 境 
加 画 数 ci&), 使 
Or( 4) 一 十 co 
在 点 集 妃 上 上 不 不 成 立 。 
证 明光 於 每 一 个 自然 数 ” 作 一 有 界 开 集 G 使 


(CO 刁 硬 ， muGh< 六 。 


我 们 置 
yz) 一 mtGA[Lo 5 
那 末 y(z) 是 一 次 不 取 负 值 的 二 加速 糙 画 数 。 因 


0 大 yx 人 2) < 二 


所 以 画 娄 
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G(CZ) = 六 WA 人 2 


入 一 下 
也 在 一 个 不 取 负 值 的 增加 连 丢 本 数 。 
设 zo6G 卫 , 旭 营 | 通 兴 小 时 ，[Lzoxo 十 册 ] 完全 含 在 Go 之 中 上 固 
年 2j。 针 於 此 种 六 《入 简 单 计 ,不 妨 设 上 >0)， 我 们 得 到 
bi 人 2Zo 十 /一 MGnoLaZo 十 Go (Zoo 十 帮 直 一 略 o2o) 十 和 
从 而 


ft 十 一 Ptzj 


但 是 不 论 什 夺目 然 数 人 党 | 户 | 通 闪 小时， 


一 虐 . 


LV 
cr(20 十 用 ) 一 ar(C2o 护 区 2o 十 用) 一 芒 (Zo) 
> 


四 死 得 到 
CI (0 一 十 2o。 


定理 屋 誉 。 
$ 3 有 界 识 差 的 函数 


在 本 人 节 中 要 讲 一 类 非常 重要 的 本 数 , 即 所 疆 有 挤 琶 差 机 数 ,这 种 画 
数 是 与 晶 调 函数 有 密切 天 傈 的 。 
设 八 2) 是 La 0 上 定义 的 有 限 本 数 。 在 [La 2] 中 作 如 下 的 分 点 
20 一 0<CXI< Xea< < 一 0。 

下 作 如 下 的 和 


包 一 1 


= 号 17(osrD -Fe 
太一 人 
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1 
定 闵 称 三 的 上 确 界 需 ./ (oz) 在 [ab 上 的 全 网 差 ,和 作 W (〈 旋 。 
茧 
D 
VCAD)<+oco 


时 , 称 ,j/c) 在 [fc ,0] 上 是 有 界 购 差 的 。 

定理 1 音调 男 数 是 有 筋 沟 差 的 。 

本 定理 , 就 卉 加 画 数 来 玫 明 就 多 了 。 蜗 .Ac) 在 [fc, 5 上 是 一 境 加 
画 数 , 那 末 .focn 一 了 co 不 是 负 的 。 和 从 


妨 一 荆 


FF 一 > (Co 一 oo 一 OO) 一 ac)， 


三 0 
得 到 定理 的 证 了 明 。 
鲍 足 李 普 西区 休 件 的 本 数 是 有 界 沟 盖 本 数 的 又 一 例子 : 
定 闵 2 在 [cp2] 上 所 定义 的 有 限 画 数 .f 六 cc)， 如 果 有 常数 玉 常 使 
不 等 式 
Jo 一 入 开 12 一 9 
对 南 [ge, 0 中 任何 雨点 z, y 成 立 , 称 .co) 在 [c, 站 上 满足 李 普 西 获 
条件 。 
假如 ./c) 在 [c, 外 中 具有 有 界 的 导 画 数 广 (xz) ， 那 未 由 兰 格 偷 日 
的 公 云 : 
Jo) 一 太一 亡 (2) (2 一 四) (<2<2)， 
即 知 fcz) 是 满足 李 普 西 葡 条 件 的 。 
假如 .Acz) 在 [ca ,0 往 足 李 普 西 兹 条件 , 则 
os 一 oo 委 K(Cokrl 一 2 ， 
从 而 
及 入 区 (0 一 0) ， 
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所 以 败 z) 是 一 有 有 沟 产 的 丽 数 。 
连 稳 画 数 的 至 攻关 可 以 是 无 宕 大 ,例如 


J (cz)=7o032 (0<Z<S1)， FC0)=0. 
如 果 在 [0, 1 中 探 取 牙 点 
0 一 击 二 < T<… ' 必 一- < 二 < 
那 未 容易 长 明 
1 1 .1 荆 
矿 王 1 十 交 十 到 十 …… 十 贡 ， 
从 而 得 到 
荆 
YY GDJ=+oo， 
0 


定理 2 ”有 务 碗 关 醒 数 是 有 罚 的 。 
事实 上 ,对 於 o<zs<2， 


六 
= Frz)-FGo1+FCOOD-o)I 二 W(C 让 . 
从 而 得 到 
古 
Lo 和 委 |FGo)l+ VCF). 


定理 5 十 个 有 界 达 霉 本数 之 和 \、 差 、 积 仍 乱 有 界 规 差 丙 数 。 
证 明 训 八 2) 和 4942) 在 fo2] 于 是 房 个 有 和 恤 检 涛 丽 数 。 置 
8C2 = 一 JJ 作 2) 二 900) 则 
[asC2xtD) 一 SCZ zk 一 For)| 十 |9(Zk+) 一 9C25)j. 
从 有 而 


263 间 这 画 数 削 


必 
VGN 过 VIOF)+WCO)， 


所 以 s(z) 是 有 界 鬼 差 的 画 数 。 同 柑 可 必 /2) 一 942) 是 有 措 构 兰 。 
其 次 坝 P4Z) = Z)042)o 醒 
4 一 sup{I7Z)| 记忆 =suptlykzD) | 由 
划 
[zi 一 DC 委 | 7C2xs19CZHHD 一 让)9CZE+ID 十 | CCxDOCZ1+1) 
一 Fr)9C25 BIG2rtD) 一 六 2 十 4I2z+1) 一 9CZz) | 
从 而 


妨 忆 六 
WOD) 生 DBWVCGF)+4W(C9)， 
斯 以 f(z)y(z) 也 是 有 界 爸 差 。 
定理 4 设 大 zz) 和 9%2) 都 是 有 挤 儿 六 。 知 |7(Cz)| >c>>0, 旭 


太 (YZ ) 如 


性 明和 留 答 芒 者 。 
定 考 > 设 作 zz) 是 [oo] 上 上 的 有 限 琴 获 , 又 4<c<o 则 
避 C 忆 
VCD=YCD)+YCGD)， (1) 
圳 明 改 在 [fo e] 与 [e 引 中 各 各 插入 分 点 
go 三 <OWJI< < 一 C 2 一 C<21< << 因 一 


又 作 
| 名 一 二 
户 = 了 Je) 一 AD1， 严 = 袜 1CGesD 一 fs 
太一 属 一 0 


分 业 {2yo 和 {2tj} 也 是 Lo 2] 的 从 点 ， 尘 於 过 个 修法 所 对 只 的 和 
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记 之 个 户 划 
广 = 广 : 十 j。 
上 卫 此 详 即 可 得 


D 
六 : 十 三 。 < VCf )。 
因此 得 到 不 等 式 
C D 必 
VCG)+TWCGOF 和 VCGF) (2) 


又 [ao 中 所 播 人 的 修 点 
20 一 0<CXI<< < 一 必 
中 假设 有 一 点 是 Co 这 5 一 六 mi 则 对 放 这 个 分 法 所 对 巍 的 和 大 ， 


52 一 工 纪 2 一 荆 


严 = 也 zz 一 F2b 十 之 | 一 Fo)| 


一 天 : 十 矿 。， 
此 不 PP 与 2 是 对 应 於 [ao c] 与 [e 直 的 和 。 由 是 


C 
TSVC1D+VC1) (3) 


上 壕 不 等 式 只 有 对 於 省 种 落 法 ,其 牙 点 含有 点 者 已 习 是 成 立 的 。 
定 际 上 ,不 等 式 (3) 对 於 一 般 的 分 法 都 是 成 立 的 , 因 和 需 在 人 点 中 添加 一 
个 新 的 牙 点 时 所 对 应 的 和 不 会 减少 。 所 以 由 (3) 得 着 


已 B D 
VC 和 和 过 和 VC)+WYVCF) (4) 


由 (2) 自 (4), 乃 得 (1)。 
系 1。” 设 c<e<2。 如 果 J(z) 在 [o, 妇 上 乱 有 界 攻 关 ,如 jz) 在 


270 氏 多 本 数 洽 


La cj 及 Leo 于 炙 乱 有 田 儿 产 。 其 泛 亦 芙 。 

系 2 若 Lo,p 可 从 圳 有 限 个 子 芍 陆 间 ,在 每 一 子 用 荀 间 中 故 2) 
成 乱 单 调 丽 数 , 则 .jz) 在 too 上 是 有 界 达 郑 。 

定 考 0 而 数 败 2) 是 有 务 殉 差 的 必要 且 充 分 条 件 征 八 2) 可 翅 


表示 人 息 十 个 增加 画 数 的 差 。 
证 明 ”其 充分 性 由 定理 1 与 定理 3 序 知 。 和 起 了 溃 有 明 其 必要 性 ， 革 





“Co = VCF) (<x<0) 


(2%)] =- 0. 
由 定理 5 r2) 是 一 弄 加 枉 数 。 量 
2) 一 2) 一 2 (5) 
划 可 攻 >” 〈z) 也 是 二 加 西数 。 事 实 上 ,党 CS<Zz<y<2 隆 , 由 定理 5 


Y 
xz(3) 一 和 2) 一 = 下 2) 二 YY(C 四 一 六 2) 


所 以 
xy) 一 7 四 -VCD-Cfg)-fG] 
但 是 由 全 敬老 的 定义 ， 
ro) -TO<V (1 )， 
所 以 得 到 


多 2 ) 一 ZJ)P0， 
因此 (2z) 是 一 井 加 机 数 。 由 (5) 式 力 得 
1 人 2Z) 一 ztZ) 一 ?人 2 
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过 是 所 要 的 者 示 式 子 。 

系 上 如果. 故 2) 在 [ac, 2o] 上 是 有 办 楼 差 , 则 .六 w) 在 [ae oj 上 兴 
于 处 不 存 在 且 乱 有限, 汪 且 .Foz) 在 [c， 站 上 是 (可 积 的 。 

系 2 ”有 界 变 差 画 数 的 不 违 续 点 的 全 体 是 一 可 列 点 集 。 在 每 一 个 
不 连 绕 凤 zo 存在 着 如 下 的 极限 


F(xzo 上 +0)= lim Acz) (2 >>0o) 
jzo 一 0) = 一 Him cc) (z<zo)， 
说 
21，02，48，………， (CC<2<D) (6 ) 


是 zz) 或 xz2) 之 不 圳 积 点 的 全 体 。 作 西数 ( 跳 跟 西数) 
sr (2z) 一 [ra 十 0) 一 上 (十 之 [六 十 0) 一 普 (2 一 0)] 十 


十 [rr(2) 一 rr(CZ 一 0)] (a<<Xs 委 0) 
SC2) 一 [2 十 0) 一 5(a)] 十 之 [zzz 十 9) 一 7 一 0)] 十 
十 [zz) 一 2 一 0)] 
s<(o) 一 SCO) 一 0. 
《如 果 父 是 42) 或 xz) 的 回 夭 点 ， 那 末 必 所 对 应 的 一 项 就 化 乱 0。 
业 且 可 已 指出 ， 从 2) 的 不 连续 点 不 可 能 是 rz) 的 速 千 点 ， 於 此 不 氢 
详 述 。) 


三 PE 


HE 
s(o) 一 sz(D) 一 pw(o)， 
则 
(oO)= [je+0) 一 FoOD]+ 三 [fo+0) 一 /ce 一 0D)]+ 


十 [7(c) 一 fc 一 0 (<z 玉 D) 
sc) 一 0 
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一 ~。 吓 - 一 一 一， mL 一 


s(CZ2) 也 是 一 个 有 界 释 差 丽 数 , 称 篇 八 o) 的 跳跃 醒 灼 。 题 然 的 ,如 本 征 
《6) 除 去 几 z) 的 速 德 凤 ， 旭 s(C2) 仍 售 没有 什么 改 释 。 所 以 我 们 不 妨 候 
届 (6) 中 一 切 点 都 是. 几 z) 的 不 速 继 点 。 

我 全 在 $1L 定 理 2 中 已 知 

mr(Z) 一 sr(2) 和 722) 一 so(2) 
都 是 如 称 的 培 加 夯 数 。 由 是 
p(O) 一 . 几 0) 一 SC2) 

是 一 过 夭 的 有 界 差 丽 数 ,换言之 : 

定理 ! 从 一 个 有 界 变 差 阔 数 茂 去 它 的 跳 趴 西数， 绝 成 一 个 连篇 
的 有 界 购 差 夯 数 。 


$ 4 赫 利 的 瀑 择 原理 


在 本 季 中 我 们 要 各 一 个 在 帮 用 二 很 重要 的 定理 ,就 是 赫 利 的 定理 。 
首先 我 们 证 明示 个 宵 助 定理 。 
衫 助 定理 让 在 [c,o] 上 定义 着 无 限 个 的 画 数 瓦 = (Co)) 。 如 
洒 有 稍 数 人 ,使 
Jo) 委 玫 (1 
当 蕉 五 中 一 切 函 数 成 立 (或 称 作 : 五 中 一 切 夯 数 是 一 致 有 界 的 )， 那 末 
洗 基 lo, oj 中 任何 一 个 可 烈 集 卫 , 从 丁 数 族 如 中 可 以 遗 出 一 列 夯 数 
(joy 使 在 五 中 每 点 收 敛 。 
证 明 贡 隐 = (2 直 。 画 数 族 豆 在 则 o 所 取 画 数值 的 全 钥 
Lo) ， 
由 (1) 式 ,是 一 有 界 集 。 所 已 由 波 尔 条 弯 - 伐 硝 斯 腹 劳 司 定理 ,其 中 存在 
荐 一介 收 化 子 数 列 ; 
名 GD CD， 殖 XoD er lin ycD = 本。 
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本 数 区 人 42) 在 zs 所 取 值 的 数列 
省 Ce Ze Te 
世 是 有 盘 的 。 所 及 在 [区 zs) 中 又 可 于 取 一 个 收 伐 的 子 数列 


Ja me 一 4 《31) 
但 一 co 
所 常 注意 的 是 :〈(3) 式 中 任何 南 个 本 数 . 帮 .j” 间 的 葡 序 殿 原 来 在 《2) 
式 中 相同 。 
将 此 手 苇 和 糕 德 施行 , 妃 得 可 型 无 限 个 的 收 伍 数 而 : 
(21217021 一 4 
稚 一 》 
《Za7 《0o0 0 im jxZo) 一 4 
降 CD 
三 2 和 2 im 2) 一 人 
儿 一 > DD 


小 用 每 一 个 后 排 的 本 数 列 是 前 排 的 子 画 数列 选取 子 型 时 元 过 前 后 次 
序 不 打 所 )。 
现在 我 们 从 上 面 的 行列 取 其 在 冉 角 粮 上 的 画 数 列 
(Jo Ce 12 
这 个 两 数 列 正 是 我 们 所 要 的 。 就 是 说 , 它 在 五 中 每 一 点 是 收 合 的 ,事实 
上 ,海鲜 任意 一 个 固定 的 怒 


{Jj (2Zz)} (mP8) 
万 乱 { 26 的 于 数列 ， 所 及 必定 收敛 於 4ro 因 此， 补助 定理 1 玉 


浴 。 
祖 助 定理 2 设 在 [cx, 0] 上 定义 着 扰 限 个 增加 画 数 尼 ={Jz))。 
假如 4 中 一 切 画 数 是 一 致 有 界 的 : 
2 和 安 到 ， 
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那 末 从 五 可 以 导出 贾 数 列 {jf (2)), 使 在 [oa 拉 上 收 伍 ,用 其 极限 丽 数 
Z(2) 也 是 一 巾 增 加 西数 。 
设 明 ” 麻 用 补助 定理 1 南 忆 取 瑟 需 [a 拉 中 一 切 有 理 点 加 上 点 
x (如 4 已 经 是 有 理 数 , 那 就 不 必 说 了 )。 从 中 可 以 壮 扩 画 数 列 
Fo= {FoD(z))， 
使 在 妃 中 任何 点 xz 存在 着 有 限 的 极限 
lim 六 "2(C2z)， (4) 


逢 一 Co 
现在 定 闵 如 下 的 丁 数 %(2), 党 26 万 上 时， 
芯 L2Z1) 一 ]im 六 (ZK 
了 ->》 oo 
函数 儿 Y2) 仅 在 五 上 有 意义 ,在 互 上 , Y(z) 是 一 增加 西数 ， 就 是 设 : 
营 和 2 和 2i 祁 属於 万 日 zk<2or 哇 ， 
jpC2FJ<YC2Zt)， 
在 [ou 妇 中 其 他 前 点 ,部 在 〈o 缮 中 的 无 理 点 wx, 划 定 
4 2) 一 SP {2C2ZE) (czE 五 ). 
1 改 2 
蕉 征 办 Z) 乃 需 La, 2] 上 的 一 个 培 加 画 数 , mxz) 的 不 连 勒 点 的 公休 QQ 
至 多 是 可 世 的 。 
志 在 可 以 改 明 , 在 VC2) 的 每 一 个 违 纺 黑 2o 成 立 着 
lm 六 ”2020) 一 多 (00 )。 
人 -一 2D 


事实 上 , 夺 於 任意 的 正 数 。 可 以 找到 召 中 的 点 和 和 zx 使 
2k<2o< Zi 纺 (0i) 一 岂 (2) < 女 
成 这 。 图 定 运 些 点 , 然后 取 ?2 使 当 90o 时 ， 
| 产 ”onD) 一 并 zi < | 产 "oi) 一 多 201 < 本， 
田 知 对 於 和 这些 w 成 立 着 
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由 (2o) 一 ED 拉 0 GOOD << 风 \Zo) 十 8， 
又 因 
太太 Co s 太 0 ， 
所 以 秽 mm 时 成 江 薪 
册 zo) 一 5< Coo) < 业 人 Co) 十 8， 


因此 得 到 (5)。 
於是 等 式 
lim .六 D Go) 一 由 人) 《6) 
只 有 圣 於 V(z) 的 不 过 和 纺 昌 《〈 其 全 体 记 作 ,至 多 是 一 可 列 集 ) 可 能 不 
胸 立 。 


然 盒 我 们 再 应 用 补助 定理 工 於 Zoo, 把 Q 当 作 补助 定理 工 中 的 也。 
因此 可 已 在 珀 = LA 中 吐 取 一 列 《oo)) 使 得 对 帮 Q 中 的 点 独 
县 有 有 限 的 栓 限 。 检 是 (jz) ) 在 [cb 中 各 歧 都 收 做 大 有限 数 。 标 
限 酌 粕 

P(2) 一 mn 记 () 
是 一 井 加 郴 数 。 

定理 ( 赫 利 ) 误 在 [c， 钻 上 定义 着 无 限 个 有 界 罗 差 的 数 了 一 

(fo 。 如 果 有 常数 到， 使 


6 
Co)| 入 开 ，W (JJ 三民 


对 亦 不 中 一 切 西数 成 芯 , 那 来 从 臧 中 可 以 吏 出 在 [c, 让 上 处处 收 人 往 的 
夯 数 列 《 六 (oO ， 其 标 限 函数 (2) 也 是 有 入 和 绝 差 。 
证 明 妨 ./c)cZ。 时 


rr) 一 YA 一 mr) 一 Fo)。 


(2Z) 与 >(2) 都 是 增加 丙 数 ,它们 是 
Co 二 开 ，|v(z)|<<2R 
庶 用 补助 定理 3 蕉 fa(o) ，{z(o)) 中 有 收敛 丽 数 列 {za(z)}: 


jim xct(2) 一 wa(2). 
大 ~》> co 


设 mx(z) = VCfa， 那 未 对 蔷 每 一 个 ma(z) 有 KZ 一 ma(O 一 产 (z) 
与 之 对 请 。 再 应 用 补助 定理 2 於 {vk(z)}》 得 着 收 敏 画 数 划 {yk (zz)}: 


jn zj 人) 一 厅 (2)。 
因此 得 到达 中 的 一 个 收 敏 函数 列 
万 2 ) 一 zc 人 人) 一 zk 人 ( 仑 )， 
其 椎 了 弘 本 数 
PFA2Z) 一 a(C2) 一 AZ) 
十 醒 个 增加 画 数 之 莽 , 所 以 是 有 界 达 凌 的 画 数 。 
年 理 示 潍 。 
3 5 ”有 和 鬼 差 的 过 先 国 数 
定理 1 设 .zz) 是 在 [ao, oj 千 定 闵 的 有 界 殉 差 画 数 ,如 果 Z= zu 
是 jz2) 之 一 连 点 , 则 z= zo 也 是 
r(2) = VC ) 
的 连 恩 系 。 
证 明 设 Zo<uo。 先 发 (2) 在 2 是 右 三 过 纺 的 。 骑 和 藤 任 一 正 数 


es 在 [Lzo, 20] 中 作 如 下 的 苏 点 
Vo<<Z1<Ze<< .<2 一 D， 
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各 一 于 


斑 - 也 FFCzaeD 一 Fo >~Vrdj ) 一 : (1) 


风 0 


因 乱 加 人 新 的 中 呈 半 下 减少 广 , 所 已 不 生 假定 
17zci) 一 六 2o)| < 
了 (1)， 


了 一 各 一 


V (J)<s 十 之 JJCZtD) 一 2 <28 十 之 [ok 一 六 28)| 


<<2e Vd )， 
因此 ， | 
人 Cr/ )<28， 
(2 aa)<a 
改 


(Zoo 十 0) 一 z02o)<<28. 
但 因 * 是 任 普 前 正 数 ,所 已 
zc(Zo 十 0) 王 和 (2Zo)， 
设 Zo>0%, 同 柑 可 肋 属 有 明 xzo 一 0) 王 下 2zo)。 
系 ”有 男友 产 的 连 种 画 获 可 用 两 个 连 稿 的 增加 西数 之 差 来 表示 。 
事 介 上 ，, 屋 人 帮 2) 在 [Lo 2 上 是 一 连 德 的 有 几 鲍 差 丙 数 , 则 


ro- VC rz(o)=x(o) 一 Ca) 


是 十 个 辐 的 二 加 面 娄 . 
设 fCz) 是 在 [o, 中 上 定义 的 连续 西数 。 在 [o, 妇 中 插 大 修 点 : 


0=0<XI<Io< < 一 0， | max(Z1IT 一 2 ) 一 人 | 


2 守 才 辟 | 数 谤 
作 和 


名 一 于 光一 半 


一 人 >， 了 (oa 一 了 oo) | 0 一 > CO， 
8 王 0 帮 一 避 


此 厂 cx 表示 矿 z) 在 tozxy 2p 二 上 上 的 振幅 。 
定理 2 流 .jc) 在 [c, 0 上 过 和 线 。 如 果 和 一 0， 旭 上 浊 之 厂 和 8 


如 
都 趋 近 帮 fw) 的 至 杰 差 W (J)。 


(此 地 让 没有 假定 .Aso) 是 有 界 释 差 。 不 过 所 述 俊 限 太 过 续 画 数 有 
效 。 例 如 在 工 一 二 十 玫 上 和 定义 的 如 下 的 夯 散 .六 Oo :70O) 一 1 Fo) 一 0 


十 1 
人 Gz0)。 则 失 (CF)=2, 但 对 於 [ 一 1 十 切中 任何 一 个 分 法 而 不 以 0 需 
一 


八 明 ” 当 分 此 加 多 时 ,， 矿 决 不 减少 。 另 一 方面 , 亦 (zx zxzrl) 中 添 
加 一 个 新 的 分 央 ;, 则 三 的 境 加 不 会 超 明 Jo 在 [zy oz 可 的 振幅 的 十 
民 。 


取 任 何 一 数 4< Y (Cj ) ,又 作 一 个 和 


大 ”> 4 
假发 此 地 的 和 六 ” 是 对 应 蕉 下 面 的 分 哆 
0 一 WwW 所 NI<0oy < 
取 正 数 6 其 小 ,使 党 |2 ”一 2 | < 定 ， 


HGD -fcD1<- 一 一 人， 


水 末 ,党 和 < 时， 
> 4. (9) 


事 贞 上 ,有 了 分 法 省 之 后 ,我 们 造 一 个 新 的 分 靶 GD ,GD 是 由 (GD 
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ar 


加 分 点 {zz*} 而 成 。 假 设 对 走 落 法 (ID 所 时 应 的 和 是 Fo 划 
三 "之 [. (3 ) 
另 一 万 面 ;从 法 (II) 也 可 从 (T) 每 忒 增加 -一 个 修 点 ， 北 则 加 志 而 
得 。 而 对 放 每 一 修 且 之 添加 , 六 之 十 量 小 於 它 二 公所 已 


2I] 





矿 一 P< 一 二 。 


六 > 产 -一 二 人 > 二 1 





如 
因此 ,知道 党 < 时 (2) 式 必 成 立 , 但 因 关 傈 了 入 WCGCF) 是 常 成 
节 的 ,所 以 导 423) 式 合 们 , 即 得 
吕 
]im j = . 
lim 7 ) 
现在 已 经 不 闪 习 明 关於 0 大 面 的 事情 了 。 一 方面 题 然 是 
0 有 忆 . (4) 
如 果 半 於 示 种 修 法 ,已 得 对 应 的 2, 然 重 加 大 新 的 修 点 ， 使 在 新 落 
吕 上 , 函数 取 下 面 的 数值 : 
0 一 In 人 2 一 maxfz) (CC<Sorri)， 
阳 洗 人 姑 加 入 新 的 点 已 后 的 分 法 而 言 ， 其 所 对 应 的 瑚 就 不 小 施 Q, 由 是 
已 
0 和 VC 《5) 
由 (4) 和 (5), 乃 得 
必 
1m OO 一 。 
im YI 
定理 2 促 毕 。 
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LI 和 Peeeae_memnir- PP 


巴 拿 哈 将 上 述 定理 用 到 违 杆 的 有 界 变 差 西 数 上 去 ,得 到 一 个 非常 有 趣 的 糙 果 。 
届 j(z) 在 [c, 0] 上 是 违 续 的 。 双 吉 
9 一 min jz) 一 maxg: 作 z)》， 
今 公 Lm ， 克 ] 上 定义 如 下 的 本 数 (CD) : 珊 加 委 VysM， NGC) 是 方程 
Jo) 一 7 
的 根 的 个 数 。 如 果 对 於 某 久 根 有 无 限 多 个 , 则 定 雯 
(Cg)= 十 oo。 

称 丽 数 N(Y) 乱 巴 拿 哈 的 指示 画 数 。 - 

定理 3( 巴 拿 哈 ) 巴 拿 哈 的 指示 画 数 是 可 测 的 ,县 


7 六 
faw=VY(n， 
翁 
辟 明 将 La, po] 分 成 24 等 分 , 置 
aa: 一 | 他 a 二 ?一 | 


纺 :一 (era-D 十 总 。 全 一 人 (一 2,3，…,272)， 


双 作 如 下 的 现 数 卫 以 IJ) 《8 三 I，2，3，…2%): 如 果 
jz7) 一 2 (6) 
在 区 赔 7 中 至 少 有 一 和 个 根 ， 定 卫 以 人 三 1 如 果 在 咏 中 方程 2) 一 yy 没有 根 ， 则 定 
PH)=0。 导 Fz) 在 2x 的 上 确 异 下 砍 界 篇 koadi 则 工 K(2) 在 (op) 中 等 夫 1, 而 
在 [ak 2MMp] 之 外 万 需 0， 因 此 丽 数 二 以 2 顶 多 只 有 了 两 个 不 违 午 点 ,所 以 是 可 测 本 数 。 现 
在 
1 
人 11(2)Gy 一 ME 一 92 一 oks 人 丰 
wk 表示 7(z) 在 于 区 加 必 上 的 找 幅 ， 


最 后 ,我 个 作画 数 
了 2 二 TC 二 三 朵 2) 十 … 十 五 29(2 


当 於 那些 舍 有 方程 46) 的 根 的 区 间 dz 来 讲 ，Nn(9y) 则 好 表示 过 种 qz 的 个 数 。 旺 代 ， An(2/) 
是 一 个 可 测 函 数 , 茧 且 成 立 


和 
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7 
人 www)ay= 人 OF 


厂 一 T 
所 以 由 定理 2， 乃 得 


人 履 
Titr 4 一 
im jw VD) 


因 篇 
Ai ) 和 Na 入 Na)J<S 9 


所 以 极限 
尽 《9) 二 ED AL(2M) 


是 存在 的 (有限 或 无 限 )。NY*(9) 0 中 第 六 8 工 中 的 勒 蕉 定理 ， 


Ji 
wo)ay= lim 人 wa )， 
人 11 悦 


如 果 我 们 郁 名 八 得 
NI) 一 AN) 《7) 
那 未 定理 抑 全 泪 举 。 
从 
na) 和 NG 
得 到 
NSN(COD， (8) 


设 & 是 不 大 失 NA ) 的 自然 数 。 那 末 可 以 找 到 方程 (6) 的 9 个 两 两 相册 的 根 : 





取 世 其 大 使 
一 2 ) ， 
那 来 9 个 根 zx 各 答 在 不 同 的 wz 中 因此 
和 NA) 一 9. 
从 而 得 到 
A (JP9 (9) 


党 AVI)= 十 o 时 可取? 任意 的 大 ,因此 亦 得 六 xy 三 十 oa ， 训 果 (YY) 篇 有 限 ， 
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则 可 以 取 2 一 从 (2， 而 〈9) 式 缕 成 
N (yy)z>PN(3)， 

再 由 (8) 式 即 得 (7) 式 。 

对 1 ， 违 宗 本 数 大 z) 篇 有 界 继 差 的 必要 且 充 分 居 件 是 : jz) 的 巴 拿 哈 指 示 画 数 六 (9 ) 人 
筷 一 〈 工 ) 可 积 函 数 。 

系 2 有 疫 . 故 v) 是 一 速 炉 的 有 界 继 美 画 数 , 那 未 使 方程 凡 z)=29 具有 扰 限 个 根 的 2 其 
全 笨 成 一 测度 篇 等 的 集 ( 在 y 翰 上 上)。 

事实 上 ,此 时 巴 拿 哈 指 示 西 数 记 起 ( 工 ) 可 积 , 所 灸 是 从 平 处 不 需 有 限 。 


$ 6 梧 庆 陪 积分 


此 地 我 们 要 讲 黎 曼 积 修 的 一 个 非常 重要 的 扩充 ,就 是 司 帝 阶 重 修 。 

慨 Jz) 与 9425) 是 在 La,o] 上 定义 的 雨 个 有 限 函 数 。 芯 [co, 0 引 中 
插 人 分 是 一 | 
2 一 0<O<Toe<… < 一 D， 
双 在 每 一 个 子 区 闻 [zx oz] 中 任 取 一 点 如 而 作 和 


MX 一 1 


r = 了 F( 豆 )LgCzr) 一 gCoo] 


瑟 一 0 
如 果 和 营 
入 一 ImRX(CXZI+1 一 05)->0 
时 ,不论 修 法 如 何 ， 也 不 论点 如 的 取 法 如 何 , er 常 趋 基 同一 个 有 限 的 
标 限 二 划 称 此 极限 工 需 刀 “) 关 巩 0z) 的 司 希 阶 积分 ,而 用 如 号 


疡 P 
7Ge)ag(z) 或 是 CS) 1 Co)dg(z) 


表示 !/。 
详 租 说 : 将 於 任 一 正 数 。 有 如 下 的 正 数 》 如 果 当 <5 时 ， 不 管 
分 法 如 何 ， 基 的 取 法 如 何 , 不 等 式 
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|c 一 由 天: 
成 立 的 话 , 邯 未 称 工 埠 fj(z) 天 饼 9(z) 在 [a, 拉 上 的 司 帝 阶 积 修 。 
营 92)= 一 2 有 昧 , 司 帝 只 各 分 就 是 黎 曼 积分 。 
司 帝 阶 积 修 具有 下 面 玲 种 是 而 易 见 的 性 质 : 


如 忆 如 
1. 1 [. 户 (2 十 Fa 人 ZJ) QI9(2) = 人 Pa)agCz) 十 人 7aCz)Gg(9)， 


吕 
3。 人 7Ca)a[ga(o) 二 gs]= 人 7Cz)agi(z) 二 人 了 Ce)ags(o)， 
3 假如 大 与 7 是 十 个 常数 , 则 
b 2 
人 treat =1 Fa)dg(o)， 


上 面 三 式 之 意 是 :党 右 进 存在 时 , 则 左边 也 存在 , 且 雨 兆 相 等 。 
4。 当 4a<e<b 时 ,下 面 三 个 各 从 都 存在 的 应 ， 那 未 等 式 


C 忆 
7Ge)dg(e) = Te)dg(z) + 17Cz)dg(s) 


成 立 。 
需 了 苯 明 过 个 性 质 的 成 立 ,只 要 在 作 和 时 , 取 。 入 [o, 所 的 从 
就 行 了 。 
忆 必 
由 7ag 的 存在 ， 不 妇 性 明 (Jay 和 人 7do 也 郡 在 在 。 但 其 混 不 
惧 , 座 例 认 下 
例 改 j 必 2) 和 2945) 是 在 [一 bb 二 1] 上 定义 的 雨 个 两 数 : 


f(Z) 二 人 (一 1S 7 生 0) Co)= 人 (一 Is<Z<0) 
1 《 0 <7Y 和 1)， 1 《0 委 0 雪 1)， 


234 容 席 本 数 稚 
则 
0 了 
人 7Ge)agCa) 7Cz)dgC) 
一 荆 0 
均 存在 ,其 值 均 储 0( 因 需 r 一 0)。 但 是 各 从 
十 1 
人 Fe)ay(z) 
一 1 


下 不 存在 。 事 蔷 上 ,如果 涛 於 [ 一 了. 十 1L] 的 从 法 而 不 取 0 需 修 点 的 话 ， 
那 末 必 有 如 下 的 ?27<0<2i+rto 专 是 
笋 一 


= 了 7 总 ) FyCzx) 一 go] 
8 一 0 


中 只 有 第 ?项 等 苓 六 5)， 而 其 父 各 项 均 坊 0( 因 入， xzpzi 都 在 0 前 一 
过 )。 所 已 
G 一 帮 语 )L9ICZt+1) 一 外 0 一 帮 语 1)。 
因 志 <0 或 235>0 而 得 
or=-0 或 cr 一 1 
里 是, ce 的 极限 不 存在 。 


古 B 
5。 著 17(z)ag(z) 与 人 gz)d7(z) 中 有 一 个 积 从 存在 ， 划 另 一 
个 村 俱 也 存在 ,两 积分 之 间 , 成 立 着 下 面 的 等 式 : 
7Ceag(z) + god =[LTCa)gCz) 下 (1) 


此 地 
[7JKz)gGz)] =7CDD)9CD) 一 Ca)g(o) 《2) 
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称 公 式 (1) 震 部 修 各 分 的 公式 。 
已 
要 建明 (1), 假 发 各 分 4 9Cz)d7(Cz) 存在 。 基 [站 插 信 众 0=a 


<<2<<To< <20 一 0。 区 FREESCCOEAHT 下 


务 一 于 
IT 一 JELICOE+I) 一 90C25) 
帮 一 0 
则 
名 一 工 名 一 二 
Cr 一 人 Er)JOICOEHT 一 > 让 (E)9Co] 
6 一 0 8 一 人 
名 一 
一 一 IC Bi) 二 (Er 下 十 FE iD)9(020) 一 .FEo)9(Czo). 
后 一 重 
利用 (3) 式 ,得 
zc=[jGz)g(z)]a 一 
有 
一 19COL7CE) 一 Fo 四 十 了 gzDEFCED) 一 FE 二 
有 一 入 
+9CDC7(COD 一 PCa | 
四 
括 弧 { } 内 的 式 子 则 好 是 对 应 於 积 从 人 9(z)d7(Cz) 的 和 ,事实 上 ， 
其 落 点 就 是 


0<s5o 委 5 和 5 生生 5 去， 
面 02002122 2 有 顺 欢 是 [LE5o LEE5o2]… 汇 Er12] 中 的 点 。 
笛 maX(xzixl 一 2t) 趋 近 论 0 有 时， 
maX(CCSkH1 一 二 


b 
也 趋 近 认 0, 因此 括 扳 { 上 内 的 和 趋 近世 gd7.。 由 是 得 (1)，。 


236 导 汉 见 数 重 


ra 


关於 可 帝 除 积 苏 的 他 在 条件 ,我 们 在 此 地 只 请 -- 侦 征 理 。 
定理 1 如果.Jz) 在 [oo 上 是 和 违 秆 的 ，942) 在 Lao Jj 上 十 有 
5 


-让 全 上 
| 中 一 可 
一 站 _。 





， 间 7Ce)dgg(s) 存在 。 


脸 明 ” 因 入 有 分 释 差 前 画 数 可 用 两 个 培 加 琴 数 的 差 来 表示 ， 扬 以 
上 史 地 不 妨 设 9(z) 是 一 增加 画 数 。 
届 20 三 4 和 4< TI< Tea< <0n 一 2， 你 记 了 (2 在 | 2 UVK+1 | 之 基 区 小 依 


与 最 大 值 和 众 228 其 从。 黄 
全 一 世 委 一 上 
8 一 Mil[L9ICZH) 一 9C28)]，8 = 》 有 HL9Cztr) 一 9C2p)]， 
此 一 他 上 二 0 


副 在 [ze zzz] 中 取 点 回 时 ,所 作成 的 er 通 合 
5<c<9. (3 ) 
多 知 剖 添 加 分 点 时 ，, * 不 减 少 而 3 不 增加 。 由 是 不 论 怎 麻 样 的 * 决 
不 偶 超 过 一 个 5。 事实 了, 假设 对 钛 [ao 作 分 法 I 僵 开 时 ,对 於 工 的 
和 篇 8 及 5 对 评 甸 法 工 的 和 篇 及 由 。 今 合 侠 工 和 工 的 从 点 ， 作 
第 二 个 从 法 II。 兰 於 II 作 和 ss 及 4 则 


8I<s5< ss< > 
因此 ，si< So，。 
候 证 所 有 * 的 上 多 和 是 : 工 : 
《一 SUp{sS}， 
那 末 
5 委 / 和 二. 必 ， 
因此 ,由 (3) 得 
|c 一 了 | 雪人 一 8 


光 於 任意 的 正 数 。 必 有 正 数 2 当 12 一 和 < 时 ,不 等 式 |F(27”) 
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一 8 2 )|<s 成 下。 因此 ,党 < 里 ， 
有 一 7 (一 0,12…… 冯 一 工 )。 
由 是 
一 985<< 红 9(O) 一 多 0 
所 以 党 1<8 尘 ， 
[zc 一 直 <sL9(C) 一 9(0)]. 
汉 表示 


1]im or 一 了 
入 一 人 0 


P 
改 得 7= 人 7(Cz)dg(z)。 定 理 薄 蛙 。 


田 此 定理 ， 可 知 有 界 灼 差 画 数 关於 连续 贾 数 的 司 斋 阶 积 人 也 是 存 
在 的 。 

关於 司 帝 阶 积 人 的 计算 将 於 第 九 章 8$ 6 再 悦 。 认 此 我 们 光 是 考虑 
商 个 简单 的 情形 。 

定理 ^ 谢 在 [c, 旭 中 ,jz) 是 连 芒 的 ,9(z) 是 不 不 可 以 微 牙 的 ， 
则 营 9 (2) 篇 (已 ) 可 积 有 时， 


5 
CS)17(o)ag(c)= CR) 1 Je)g(e)aa (4) 


证 明 ”在 所 训 人 条 件 下 ，9(%) 满足 李 普 西 花 人 条 件 ， 所 以 是 一 有 界 磷 
兰 画 数 。 因 此 (4) 式 左 省 的 积 修 存在 。 另 一 方面 , 因 Y(z) 是 仿 乎 不 不 
过 稳 ,所 以 八 2)9 (2) 是 窟 乎 不 处 渗入 , 所 以 (4) 式 右 滤 的 积 修 存在 。 现 


在 芒 明 (4) 的 两 兆 相 签 。 
下 


Z0 一 G<OI< Oo< <Vn 一 
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对 於 9%Czrrt) 一 9Cz) 用 半 格 偷 日 公式 ， 
8) 一 末 2 一 9(2(5 一 史 ) (2 <C2OK<COCEH1)， 


利用 过 些 点 zx, 对 钛 积分 fa 作 如 下 的 or: 


加 一 工 加 加 

Dr 一 之 j 帮 2)9 (Zz)C2zH1 一 入) 

1 二 0 
这 是 丽 数 .所 2Z)9 (2) 的 一 个 黎 受 和 和。 将 耸 点 加 客 取 极限 抒 得 等 式 (4)。 

定理 3 设 . 扩 zz) 在 [Lo 上 是 迁 续 的 。 识 

60 二 0<CCI<CCs< <cn<CD 一 Cnm+i， 

者 9 ) 在 区 闻 (coci (cabcs ) 人 cm_DCm) (CoCm+l) 中 取 常 数值 ， 前 
六 


yo)ay(z)=7(o)[yCa+o) 一 9(a)] 寺 


十 (eng(e+9) 一 Ce 一 9]+7CODL9GD) 一 9Q 一 9] (5) 
角 吧 因 
V -loe+o-oGl+ 了 flg(e 一 9g(e 一 0)1 二 1gCee 上 0) 


一 get 上 + 19(2) 一 JCG5- 0 
所 以 9CZ) 在 [0 ] 上 是 一 有 内 静 莽 前 函数 ， 因 丽 在 fo, 0 的 每 个 耶 
上 二 证 拓 各 因此 ,等 式 


7 CI 


Treo- 了 7Ce)dggCw) (6) 


扩 一 日 CF 


成 立 。 
利 下 求 的 事情 是 在 计算 积 外 人 /Ca)dg(o)。 南 [ou ee] 播 太 从 


05 
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C 一 Go<CCE1<… ET<CEGn 一 CH+1， 从 成 也 时 席 的 光 

I==rFCeo eeTO0) 一 Oo 十 FE ICckr 一 9CcH1 一 Dj 
六 息 罚 兹 中 部 等 的 0 取 桂 当时 , 如 得 

TI 


7Ge)ag(z)=7CeoLgtee+0) 一 geoD]+7CesrDEyCereD 一 
C7 


一 OUCCi+i 一 0 ) |， 
也 之 代 人 (46) 却 , 即 竺 (5)。 


3 1 在 司 稼 陪 积 分 号 下 到 检 贝 
宣 1 攻 花 fw 亲 上 7() 二 总 的 ，9(5) 是 有 蜡 多 关 , 
Ca 去 MD Vdn GD 


其 中 MGCP)=maxlj(z)i 
证 明 对 於 Law， 0 的 任意 耸 法 ZK 大 一 1， 2… 交 ) 及 L2p， 2k+1 jh 
任 冰 的 EN 





外 一 上 下 
上 cl=| > 及 环 LI9CZzt) 一 多 2 魏 
“一 0 
和 一 1 六 
<MCD)， 3 gen-gooDI<MCD) VCg) 
上 二 0 7 
刘 是 得 (1)。 


定理 2 敲 942) 是 在 La, 站 上 的 有 界 爸 差 画 数 ,而 {7 (2z) 是 在 
La, 0 上 的 包 苇 画 数 区 , 致 收 俩 於 ( 韦 结 ) 面 数 0 


收 中 
im ) Tea - 1 f(z)Gd8(2)， 
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设 明 证 
HMfCf 一 方 =masl(C2) 一 太 2)|， 
阳 全 (17)， 


六 
< MCA 一 站， YV (9). 





6 
oa 一 1 (zydgCz) 


第 倪 访 
妈 wj 一 轧 一 0， 
序 香 所 要 的 等 式 。 
定 一 3 ( 替 利 ) 设 .f(z) 是 在 [Lo 0 上 的 连 荐 画 数 ， 在 [La "上 
9x(2) 收 化 武 有限 画 数 9%4z)。 假 如 光 从 所 有 的 罗 


P 
W_ (Cg 天 天， 
那 末 


六 D 
im 70agr - TCDag() (3) 
丛 明 ”首先 组 明 
Von<E 《3) 
此 即 表 示 极 限 丽 数 9(z) 也 是 有 界 缀 益 。 事 实 上 ,第 


一 
人 [92 一 IPACZK ) << 环 (一 2， 中， 】 
此 一 人 
序 得 (全 ?> oo ) 
?4 一 


2 19(Czz+i) 一 9 入 玫 ， 


6 一 0 


从 而 得 到 (3)。 
对 其 任 一 正 数 2， 於 La， 0 中 播 大 如 下 的 分 点 {2kj (&= 0 2 022) 
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使 f(2) 在 每 一 个 小 区 间 [zw xz] 上 的 振幅 都 小 页 元。 那 束 


订 3 -- 玫 | 


fromeo- 2 7Co)ay(z) = 


太一 人 2 
人 一 人 KE+1 一 !{ 网 +1 
= 了 人 fyCe)-7CcDJagCo)+ 忆 js (9 
此 一 人 0 1 1 
人 
光 K+1t 


ago)=gCzaD 一 gz， 


另 一 方面 ,多 於 [zw zx*D] 上 的 任何 点 成 立 着 
| 人 2) 一 1 < 3 ， 





因此 
Te -JsD]zg(z)| 福 了 Yo 

所 以 

JI 一 了 区 有 1 p 

| 卫 人 CrGoD)-7GcoJzg(z)| < 这 V(GD) 入 可， 

有 一 0 Zu 

冬 是 得 
1 一 荆 


bo 卫 J(eo[g(oeD -Ge0]+8 辣 《14IS1 


同 理 可 香 
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攻 
| yoag Co = 室 fGeD[oCcoD-o(zD+6 CsD， 


但 帝 郊 二 7o 振 ， 
名 一 9 一 
| 豆 FGD [CsD -oo 一 衬 JGeo [CosD-g (co 二 全 ， 
因此 ,这 %. 320 蛙 ， | 


FagCD-| Fe)ag 人 CD) | <。 
定理 省 举 。 
利用 此 定理 ,六 妃 z) 需 速 乱 , 9(o 筷 有 界 变 差 时 ,要 计算 | Ka)dgCa) 


的 话 ,可 以 归 到 g(z) 是 一 加 炉 丁 数 的 情形 。 
事实 上 , 设 g(z) 需 有 界 释 益 ; 作 gz) 的 跳 蹈 丽 数 s(z): 
CO)= [ya+0) 一 g(o)]+ 民 [gze 二 0 一 gs 一 0)] 二 
十 [oo 一 9CZ 一 0 ， 
那 末 由 8 3 的 定理 7, 将 9g(z) 用 
02) 一 SO 十 YC2) 
裘 示 时 , y(z) 是 一 个 连续 的 有 异 变 差 画 数 。 从 而 得 到 


人 Joc) 99 (2o) 一 [7 qs(z) 十 | (cz)dy(o)， 


今 计 咎 jz)ds(c) 如 下 , 因 篇 go) = 二 (2) 一 "CD)， mo) 与) 


都 是 培 加 画 散 。 设 ts》 是 07) 的 不 过 和 绪 点 的 全 体 , 划 
工 [ro 十 0 一 50 一 0)] 与 之 2 [z(zxe 十 9) 0 
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都 是 收 仇 的 正 项 才 数 。 再 由 jg 由 一 9g(oz 一 0) 1 十 19Gos 十 0 一 gz 则 | 扫 
[ro 上 0) 一 To 一 0)] 十 [Co 二 TO) 一 2 一 0)] ,因此 级 数 


之 《|9g(oD 一 9Cox 一 0) | 十 19(oxz 十 0) 一 9(oa 上) 
一 


是 收 委 的 。 作 画 数 ws (cy :si(a) =0, 当 a<osD 时 ， 
s(O) 一 [ya 二 0) 一 9(O)] 二 > [gs+0) 一 gx 一 0)] 十 


十 [go) 一 9 一 0)] 
但 是 式 中 的 不 不 大 於 m。 
那 末 容易 证 明 , 圣 於 la, 0 中 每 一 点 2， 成 也 着 
lim s,(z) 一 8(z) ， 
一 > CO 
另 一 方面 ， 
忆 妃 
GOD=l9g(e+o) 一 9y(o) 1+ 信 《9 一 9 一 0 十 
人 太一 
十 |9(Cox 二 0) 一 9Goo | 十 | 一 9 一 0) | ， 
8 
因此 ,对 认 一 切 mw, 数列 W_ (s 小 谎 一 个 定数 。 


所 已 由 定理 8, 得 
已 记 
| jp)dsGo) = lim | Foyds Co)， 
但 是 画 数 sz) 在 区 癌 (zi， 2o) 中 取 常 数 ， 所 以 从 8 6 的 定理 3， 


D 包 
| ArasGD=AOLUC+rO-yGOI+ Aco[yGe+0)- 


如 一 
一 9 一 0 十 大 OECD 一 940 一 0)] 
(显然 的 ，s 2) 在 则 ao 0 之 跳 晴 丰 9Go) 在 和 这 种 点 的 跳 跟 相 
同 )。 从 而 


9 
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4 忆 避 
1 7Ce)gsCw)=7Co)[gCa 十 0) 一 ga)]+ JeDLyCa+TO) 一 
一 多 一 9 十 DEL9CO) 一 9CG2 一 一 9) 
san /(z)dg(z) 的 计算 , 刀 千 放 人 fCz)dY(z) 的 计算 ,而 7(s) 


是 一 个 连 敌 的 有 别克 产 琴 数 。 
所 可 竹 意 的 , 辆 数 %2) 在 区 间 内 部 的 不 连续 点 wxr 的 值 9(zr] 琵 
5 


不 影响 页 积 修 人 7(z)d9(z) 的 值 , 因 需 我 们 在 作 和 e 时 可 以 不 取 ww 作 


分 向 。 


3 8” 委 性 讽 图 效 


设 942) 是 在 La，2] 上 定 裘 的 有 界 凤 姜 画 数 。 那 末 对 於 [ae，b 上 定义 的 任 一 违 闵 


总 


@(J )= 人 7(z)ag(z)， (T) 


壮 些 数 满 足下 面 两 个 条件 ; 
IT) 和 (7 二 1) 二 匠 (J 十 中 (7 
2) jg9(f)1<EMCP) 此 地 JU)=maxlfoe)l ,而 民 = W (9). 


他 


股 C 是 La,， 0 上 定义 的 一 切 连 炉 函 数 败 z) 的 全 体 。 若 对 从 C 中 任 一 画 数 了， 有数 
(1 ) 与 之 圣 订 ,于 有 旦 这些 数 消 足 多 件 1) 与 2)， 妈 称 @U ) 是 在 CO 工 所 定义 的 禄 性 画 
数 。 划 且 可 以 体 明 ， 除 了 ( 匠 而 外 ,在 C 二 不 存在 其 它 的 销 性 沁 画 数 。 

首先 证 明 , 对 公 C 上 定 才 的 根性 沁 国 数 中信) 一 定 痢 足 

9( 双 )=K9(1 )， 
才 个 区 骨 可 用 第 怀 章 $ 4 的 方法 多 成 。 
定 王 人 繁杂 ) 让 避 是 在 La，o 二 是 坊 的 一 切 束 篇 画 数 败 z) 所 成 之 集 ，(y ) 是 在 
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C 二 所 定义 的 粮 性 淫 本 数 , 那 未 有 一 个 有 界 缀 差 的 画 数 多 2z) 使 等 式 
P 


@U)= 人 7(z)ag(z) (1) 


对 於 C 中 任何 画 数 故 z) 成 立 。 
避 明 ”我 仙 不 妨 假 仙 ac 一 0，2=1T， 因 篇 将 继 数 经 通 一 个 一 砍 掺 换 可 把 [as，2J] 化 乱 
[0，1j。 
在 第 四 章 $5 中间 经 昔 过 
包 
人 OKzk(T 一 ZJ 一 1 
一 0 
当 ZEL0，1J 时 ,上 式 各 项 都 不 取 页 值 。 因 此 ,党 
ek 二 士 (8 一 0,1,2…, 包 ) 
时 ， 


锥 
人 elOUoktT1 一 72 委 1。 《2) 
8 一 0 


在 1L0,，1!] 上 定义 的 速 盾 否 数 的 全 体 仍 记 作 C, 那 末 狼人 臣 在 C 上 定义 的 综 性 沁 酌 数 中 (/ 
有 常数 到 肖 合 
1@Cy ) | 委 开 .MG ). 
利用 (2) 式 乃 得 


镍 
| 卫 we[Cfek1-a)" 柯 | < 区 
帮 一 人 0 


如 果 我 们 把 ex 安排 得 很 好 , 使 在 上 上 式 左 示 的 和 中 ,每 一 项 不 取 牙 值 * 那 未 


访 


六 [下 [C#gzk1 一 2) 多 问 | 宝玉 (3) 
玫 一 由 


殊 在 我 全 作 姑 下 的 梯形 酌 数 92 
9 人 0) 一 0 


po(z) = @[LCleo(1 一 or] (o<<5) 


gu(z) 一 中 [Cjzo(1 一 z)mo] 十 四 [Cizt(1 一 z)" (> <z<2) 


如 二 硬 硬 主 目 本 当 间 订 再 昌 和 


和 二 浊 让 认 和 和 和 


gz) 一 人 员 LCzE(T 一 2)28] (<=<1 
开 一 人 0 
3 


go 人 1 一 @[C8zKIT 一 2) 呈 条 
8 一 0 


由 (3), 知 一 切 夯 数 9xw(2Z) 本 身 及 其 全 释 差 都 小 艾 定 数 到 。 因 此 由 赫 利 的 选择 原理 , 从 画 数 
列 《9gxz)》 中 可 以 选 取 一 个 子 故 数 列 《gz)》， 使 在 L0,， 14 中 收 数 於 一 间 有 界 缀 盖 的 男 
数 gx)o 

如 果 jz) 是 在 [0，1] 上 上 定义 的 过 糖 本 数 , 则 由 $ 6 的 定理 3， 


1 他 
人 Fe)ags(z)= 六 A( 之 )@@[C8zkIT-a) 一 条， 
0 1=0 


从 而 

上 人 zj)Cgi 人 2) 一 下 [五 (cz)]， 

0 
此 地 

人 色 
Bu(z)= 了》 二)C4zRI 一 2)rmz。 
1=0 

四 是 ,fxz) 的 襄 恩 斯 坦 多 项 式 。 


由 第 四 章 8$ 5 的 褒 恩 斯 坦 定理 ， 
民 (3 一 门 ~>0， 
但 则 乏 性 涡 殴 数 的 定 裘 ， 
[PCB) 一 GU)| = 三 | 一 门 | 委 玉 .IUD 一 门 . 
所 以 当 ?一 co 有 时， 
中 (7230) 一 下 (人 )， 
从 而 得 到 
1 


1 人 Fe)ags(e)=@(7 ) 。 
纪 二 CC 0 
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但 是 窗 轰 所 1， 和 3 加 3， . 而 趣 十 ce 了 时， 的 吉 


lim f 7(z)agn(z)== 》 /az)ag(?)， 


Aco 


， 
0@(J )= (7(z)ae(c)。 
0 
定理 器 举 。 


第 作 章 的 怪 是 


1。 画 数 帮 z) 是 有 界 变 差 的 必要 且 充 分 杂 件 乃 是 存在 过 檬 的 增加 画 数 9(z) 使 管 
友 <Z” 了 时 ， 
FU -CR 一 红 开 让 
2.。 人 设 有 限 画 数 /2) 在 卫 电 其 有 泣 歼 数 户 (z)， 且 1] 六 (zs 互 ， 则 
1 人 吾 ) 壕 羽 .m2 五. 
3 画 数 f(z) 满足 锋 件 1f(z) 一 fo)1< 开 1o 一 zce>0) 时 ， 称 有 凡 z) 满足 4 
妇 的 李 普 西 兹 杀 件 。 只 明 , 当 a>l1 时 f(z) 拓 常数 。 试 作 一 个 不 满足 任何 次 李 普 西 兹 包 件 
的 有 界 绷 差 画 数 。 双 设 c<1 起 已 给, 作 一 画 数 满足 次 李 普 西 兹 条 件 但 有 无 限 的 至 释 差 。 


4。 如 果 F(z) 满足 a 次 李 普 西 花 恬 件 ，9(z) 满足 B 次 李 普 四 兹 杀 件 ， 则 当 c+B>1 
时 ,入 分 】 jz)ag(z) 存在 ( 康 杜 拉 里 )。 


(他 
录 
5 俩 /(z》 篱 速 彼 ，9(z) 假 有 界 狠 差 , 则 7(z)dg(z) 是 一 有 界 铀 差 的 画 数 ， 此 桓 


数 在 9(z) 的 违 秆 点 了 上 是 连 硅 的 。 
避 ， 对 从 数 列 所 上 天 1 风 吕 9 1 作 Ap 一 Ra ARTt1A5 一 AFL 一 APNnHio 要 有 增加 ， 
画 数 9(z) 尖 合 
1 
人 >nag(z)=m (=0,12，…) (1 
昌 
的 必要 且 充 分 休 件 是 针 恭 所 有 的 天 及 4 下面 的 式 子 
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和 krz0 
都 成 立 ( 浓 司 道夫 )o 


7 承 用 前 题 的 记号 ,要 有 有 界 继 差 醒 数 9(z) 使 (1) 式 成 艾 的 必要 且 充 分 锯 传 是 寻 放 
师 有 的 7 


殷 
六 OK AoEabil 区。 
大 一 
<“ 豪 司 道夫 ) 
8. 


证 明 $ 8 的 黎 姑 定理 实 乱 上 壕 豪 司 道夫 定理 的 -个 推荐 。 

9。 如 果 对 於 任 一 正 数 * 有-- 个 正 数 5, 科 |z" 一 |< 5 时， 不等式 1f(a“) 一 fc <。 
加 难 7= 《大 z)》 中 一 切面 数 jz) 都 成 立 , 划 称 了 是 由 等 度 速 汪 责 数 所 成 之 集 。 候 现 有 常数 
玉 使 If(z)|< 开 对 於 到 中 任何 画 数 /(z) 成 立 ， 那 未 在 柬 中 可 以 选 出 -- 列 均匀 收 敏 的 
画 数 列 ( 阿 诗 采 拉 - 阿 司 可 理 )。 


10， 根据 8$5 的 巴 拿 哈 定理 ,对 连续 画 数 答 册 等 式 


二 


2 避 


NEVe)+WC) 
人 C 本 


L 
| 


本 本 本 os 下 二 
[了 工 草 


| 全 
G 疡 ] CN _ On 
U [LDO OCS 下 
DIDO mm | 
IST 省 ) 全 | 
qd | | DO 
人 ES 
| 


革 3 

L | L 

L E | | L 

L 本 3 L 旦 让 本 
L | 攻 | L L PE 
EE| L | 上 > [三 区 | 攻 ] ,全 | 
攻 EE | L 攻 吉 芝 山 人 攻 LE [全 | 一 
攻 | 下 L L 到 | 人 芭 汪 二 | 人 
ea LDLDD L 本 | 
L LDLDD 蕊 sa 本 醒 四 外 人 | 
[E 1 大 林 可 大 治国 汉 届 大汉 | L [3 天王 届 厂 测 必 硬 王 册 醒 辣 太 量 二 此 医 辣 册 医 司 骨 吴 辐 内 医 二 本 二 改 本 辣 贞 本 醒 届 二 本 |w | 生 | 本 下 | 册 玫 本 发 本 本 


医生 | 人 匡 直 ,全 | 性 | | CN 

| 芷 寺 芋 沁 医治 : 芷 浊 | [| | 国人 全 人 生 人 眉 址 E| 

下 | | 
| 人 | 
L L | [| 医 了 | L 
EN 


3 L 世 | E L L L 
LDLDDPDO L 上 | L L L L 
上 | 性 | | 匡 医 , | 攻 


由 罗 珊 古 


了 引 
| 
| 小 上 


四国 贞 届 加 曲 


全 汪汪 = 全 二 匡 下 


人 
于 证 由: 攻 下 芷 省 长 下 | 芷 下 芷 由 古朴 卜 二 | 
本 
LDLIDJILDIILDIDILDJILDLDILDIDLDO 


| 


RE 


让 
L 
L 


